点 集 拓 扩 研究 与 广义 数 


内 容 提 要 


这 是 一 本 数学 论文 集 ， 汇 集 了 我 校 王 成 堂 教授 等 人 
在 点 集 拓 扑 和 广义 数 研 究 方面 的 主要 成 果 。 二 十 多 年 
来 ， 王 成 堂 在 这 些 领域 的 研究 中 均 有 重大 建树 ， 其 中 有 
的 还 带 有 开创 性 质 ， 在 国内 外 学 术 界 有 较 大 影响 。 本 论 
文集 对 数学 教学 、 科 研 人 员 具 有 重要 的 参考 价值 。 
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点 集 拓扑 学 是 本 世纪 初 新 兴 的 一 门 数学 学 科 。 西 北大 学 
学 系 已 故 杨 永 芳 教授 ， 早 在 四 十 年 代 初 就 讲授 集 论 、 art 
课程 。 解 放 后 ， 他 不 但 开设 了 集 论 拓扑 专门 化 课程 ， 招 收 了 研 
究 生 ， 还 组 织 了 教师 的 讨论 班 。 杨 永芳 教授 的 严谨 治学 态度 ， 
循循善诱 的 教学 方法 ， 培 养 了 一 批 专攻 集 论 拓扑 学 科 的 学 生 。 
五 十 年 代 初 ， 西 北大 学 数学 系 拓扑 组 的 同志 们 在 科研 上 开始 出 
成 果 ， 陆 续 在 国内 外 著名 数学 杂志 上 发 表 ， 其 中 有 的 当时 是 在 
国际 上 有 重大 影响 的 。 从 总 体 看 ， 我 们 在 这 方面 的 工作 水 平 与 
国际 水 平 之 间 的 差距 在 迅速 缩短 。 

杨 永 芳 教授 的 学 生 王 成 堂 教授 在 点 集 拓 扑 学 研究 上 取得 了 
一 批 有 重大 意义 的 成 果 。 早 在 五 十 年 代 ， 他 就 发 表 了 题 为 《一 
RESAM—-TEM> 的 论文 ， 使 得 美国 数学 家 I。S。Gdl 在 
《美国 数学 公报 (Bull AMS) > 及 《荷兰 皇家 学 会 记录 
(Proc, Amsterdam) > 上 发 表 的 一 系列 结果 都 成 了 这 一定 
理 的 推论 。 I, S, Gál £ MR 上 评论 王 的 结果 是 “优美 的 
(elegant) " , 苏联 Creanenro 评论 这 一 结果 是 一 致 空间 的 
一 条 “基本 定理 ? 。 

波兰 著名 数学 家 R，Sikorski 为 了 得 到 完备 Boole 代数 的 
M, H, Stone 表现 定理 , 曾 在 1950 年 的 《Fundamenta 
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Mathematicae》 上 提出 oj- 可 加 拓扑 空间 以 及 wx- 度量 空 
间 概 念 ， 对 照 一 般 拓 扑 学 中 的 度量 化 问题 ， 又 提出 并 研究 ov 
-È 量 化 问题 ， 但 未 能 彻底 解决 。 实 际 上 ， 早 在 1914 4E F, 
Hausdorff 在 其 商定 拓扑 空间 理论 的 经 典 著 作 一 《 集 论 纲 要 > 
中 ， 就 提出 过 类 似 的 更 广义 的 度量 空间 ， 后 来 M。Frechet 及 - 
D, Kurepa 等 也 引入 和 研究 过 更 广 意义 下 的 度量 空间 ， JE 
这 类 空间 的 重要 价值 了 。 王 成 堂 于 1962 年 开始 对 这 一 问题 进 
行 研究 ， 并 于 1964 年 在 《Fundamenta Mathematicae》 上 
发 表 了 他 关于 oE E 空间 的 重大 成 果 ， 在 国际 上 第 一 个 提 
出 了 o,-H EE, RT R Sikorski 的 上 RAM, 5 
ÈT R. Sikorski 的 工作 。 这 一 定理 推广 了 一 般 拓扑 学 中 非常 
落 名 的 Nagata 一 Smirnov 定理 。Nagata 一 Smirnov 定理 被 A 
认为 自 二 十 年 代 至 五 十 年 代 近 三 十 年 中 一 般 拓扑 学 中 几 个 最 为 
重大 的 成 就 之 一 ， 因 而 王 成 堂 在 国内 外 学 术 界 受到 好 评 。 二 十 
年 来 ， 这 一 成 果 不 断 得 到 国际 上 的 评论 和 引用 。 例 如 ， 著 名 数 
RI * Juhasz 的 论文 ,就 是 作为 王 的 定理 的 扩充 而 提出 的 ( 见 
MR. 33(1967)°3257) o FENCE X Y. Yasui 还 以 王 的 定理 
作为 出 发 点 ， 给 出 ori 量 空间 的 另外 定义， 并 指出 “ou- 度 
量 空间 类 是 王 引 入 的 ”, 昌 然 曾经 <F. Hausdorff, L, W.Cohen， 
C. Goffman, R. Sikorski, F. W, Stevenson, W, J, Thron 等 讨论 
过 ?。 捷 克 著 名 数学 家 M. Husek 与 奥地利 数学 家 H. C. Reichel 
合作 ,于 1983 年 3 月 在 国际 权威 刊物 4Topology Applications» 
上 发 表 的 文章 中 指出 ， 对 于 o,-HE 量 问题 “One of the first 
solutions was given by Wang Shu 一 Tang in 1964" , X 
成 堂 在 同一 时 期 撰写 的 更 多 的 科学 论文 ， 因 为 当时 的 种 种 原因 
未 能 公开 发 表 ， 例 如 收入 本 论文 集中 的 1963 年 的 论文 《oo 
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可 加 拓扑 空间 的 两 个 注 记 >, 其 中 定理 2 于 六 年 后 被 两 位 美国 数 
xF, W. Stevenson W, J. Thron 独立 得 到 , 并 发 表 于 波兰 
的 Fund, Math., 而 定理 1 则 于 十 三 年 后 才 为 YY。Yasui 及 
H, C, Reichel, P, Nyikos 等 独立 得 到 ， 并 分 别 发 表 于 波兰 及 日 
本 的 有 关 刊物 上 。 

广义 数 的 提出 及 研究 是 王 成 堂 教授 科研 工作 的 另 一 个 方 
面 。 由 于 wx- 空间 的 研究 ， 早 在 1963 年 他 就 开始 了 推广 实 数 
系 以 解决 6 函数 表现 问题 的 工作 。 他 于 1963 年 曾 写 过 一 篇 短 
文 寄 《 中 国 科 学 ?》， 遗 憾 的 是 ， 因 故 未 能 发 表 。 十 年 动乱 ， 这 
一 工作 被 搁置 下 来 ， 直 到 1977 年 他 又 重新 加 以 整理 ， 于 1979 
年 在 《中 国 科学 》 的 数学 专辑 上 发 表 ， 其 意义 是 开创 了 广义 数 
域 上 分 析 学 的 研究 工作 。 这 一 工作 ， 一 方面 得 到 了 6 函数 等 的 
自然 表现 定理 ， 另 方面 也 与 近代 物理 学 中 多 层次 物理 世界 相 呼 
应 ， 从 而 探讨 用 较 严 格 的 数学 方法 以 处 理 现代 物理 学 中 经 常 困 
扰 人 们 的 发 散 困难 。 因 为 广义 数 是 将 “ 实 无 穷 ”包括 于 数 系 之 
中 的 ， 这 是 一 个 有 潜在 前 途 的 工作 。 目 前 ， 在 国内 已 经 引起 不 
少数 学 和 物理 学 工作 者 的 注 且 ， 已 故 著名 数学 家 关 肇 直 对 此 项 
工作 就 十 分 重视 ， 认 为 王 成 堂 的 工作 是 开创 性 的 。 为 了 引起 国 
内 学 者 的 进一步 探讨 ， 本 文集 也 选 入 了 几 篇 有 关 在 物理 学 上 的 
应 用 文章 。 

本 文集 只 是 从 我 组 几 十 年 来 所 取得 的 成 果 中 撒 取 一 部 分 ， 
加 以 整理 汇集 成 册 ， 绝 大 部 分 是 从 王 成 堂 教 授 及 其 指导 的 学 生 
和 研究 生 的 论文 中 选辑 的 。 近 年 来 ， 不 少 学 者 来 函 询 问 这 方面 
的 工作 ,或 索取 有 关 资 料 。 为 满足 这 一 要 求 , 特 编辑 本 论文 集 。 

西北 大 学 数学 系 拓扑 组 
一 九 八 四 年 五 月 
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论 托 尔 斯 托 夫 的 有 界 变 分 函数 


定义 于 矩形 及 = (x,y) :acx- 
b; c<y<d) 上 的 二 元 函数 Foy) 
当 满 足下 列 条 件 时 称 作 是 在 Ton- 
crop. 意义 下 有 界 变 分 的 ， 设 Si， 
Sng A ETE, On 
XFTSQOREWR, dS.) 


HEB, WY SOS) co tt Shon 
13-1 


«oo, T. II. Toncros 证 明了 下 列 结 
RK: (ARF) 是 有 界 变 分 函数 ， 
则 对 任意 属于 尽 的 简单 有 长 曲线 X= 
x(s), y=yS) (GXmTA4,F( 
=F), yG) 是 寻常 意义 下 的 有 
界 变 分 函数 。(B) 设 耻 是 连续 二 元 


O 本文 发 表 于 “西北 大 学 学 报 ， 《自然 科学 版 ) 1957 年 第 1 期. 
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ARRPGH, NFHRESHES 
件 。 本 文 证 明了 (])F(P) 有 界 变 分 
的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任意 p>0 都 存 
dX KO» 0, EATER A, 
ey Are RB, on, Bn, c 当 这 些 


RETA D> pA B) <p 时 
1-1 


都 推出 > ,| 了 (4 -F(B)|<K@). 


(2》 设 正 (P) 为 二 元 有 界 变 分 函数 ， 
工 是 长 度 不 超过 2 的 简单 曲线 族 ， 则 
F(s)=F(x(s), y(s)) 沿 这 些 曲线 的 
RAK Mit Kp), HARA 了 
Toncros 的 结果 (4) 和 (了 B) 。 


81。F。II。 托 尔 斯 托 夫 落 呈 “关于 勒 贝 格 意义 的 线 积 
分 ? 一 文中 ， 引 入 二 变数 有 界 变 分 函数 的 定义 如 下 ， 

BM: RAR F BJ Ra<xb;, c<y<d) 的 函数 
FG, HEERVRE CARER, MHRA 和 
不 为 无 限 大 时 ，F(w,y) 在 这 些 加 上 的 振幅 之 总 和 也 是 有 限 的 
iR, Foy) 就 称 为 有 界 变 分 函数 。 

根据 这 -定义 ， 托 氏 于 前 引 论文 中 证 明了 

(A) REE 为 玉 上 之 有 界 变 分 函数 ， 对 于 ORR 
¥ RRMA KR = 208), y-y() (这 里 0<s<oo 是 弧 


D 所 有 以 后 的 讨论 ， 圆 系 实 指 圆 域 之 系统 〈 即 族 ) 而 言 。 


K) MH O(s)=F(x(s), y(s)) 则 是 在 寻常 意义 下 变量 s 的 
有 界 变 分 函数 

(B) 连续 的 有 界 变 分 函数 也 (x,2) 满足 李 普 希 兹 条 件 ， 
RUR. 

本 文 将 建立 有 界 变 分 函数 的 几 个 必 充 条 件 ， 和 一 些 极其 简 
单 的 推论 ,而 (4) 5 (B) 则 明显 地 含 于 这 些 推论 中 。 

$ 2。 有 界 变 分 函数 的 必 充 条 件 。 首 先 证 明 几 个 简单 事实 ， 
有 助 于 以 下 的 讨论 。 

今后 如 无 特别 声明 ， 恒 以 p(4,B) KH A, BS Hi 
离 。6(E) 表示 点 集 巨 之 直径 ，Ks 代表 圆 域 ， 而 on 则 是 函数 
F(P) 于 Ks 之 振幅 ， 与 此 同时 ，Is ARKO n J FP) 在 
此 区 间 的 振幅 。 

引 理 1 定义 于 民 的 有 界 变 分 函数 F(P)，(PER)， “ER 
EJER. 

证 明 。 假 定 其 不 然 ， 即 是 1F(P) | 在 RR 无 有 上 界 ， 此 时 
不 难看 出 ， 有 点 MOM; S Mes MER 存在， 满足 下 列 
条 件 ， : 

1) lim Me= M, MER; i M. Fh M 发 出 的 两 条 
射线 所 类 的 区 域内 ， 其 顶 角 < 子 。 


2) | F(Ms.0| >2 |F (Mn)| >0(n= 1,277 Y 
然而 此 时 FO) E ACE SUED RR. SER E, HFD, 
就 能 找到 Ma, Ma B JE pO Mi) <P, Hik K, 为 以 


MiMi, PARZE”, B1) 之 后 半 得 知 MEK,， 同样 的 


(2) 此 处 圆 域 可 认为 是 闭 的 。 


理由 ， 能 找 到 Ms, Mit f o (Mis, Mi) <å. AK, 
为 以 MisMis 作 直径 之 圆 域 时 ,， 可 以 认为 Ki， Ks=0 太 
MEK; 如 是 应 用 归纳 的 步骤 ， 便 得 到 了 加 系 Ky, Ks…*… Ks， 
see RAEN E 

a) 8C) Lr, xxi Kn 是 Mi Min 作 直径 而 H 
Ki + K;=0 +j); 

b) |F Miz) - F Mid) > || F Min) |F Mize) || > 
|F Min- 7 1F MD)| 70. 


B Fa), $é(-rn 由 于 b) 及 2), lores 
LI 


my 
| FIM!» +00 Bult FCP) ut REALS BIB 
Au. 
引 理 2。 设 有 定义 于 R 的 有 界 变 分 函数 了 了 (P) HAER 
RAL, L, en, In es, DIG, MRD) 
core 
àd)Xp, MEDAK P, Kn Kp) RRM Pw 有 
md 


WO, 
证 明 。 利 用 反 证 法 即 能 证 明 ， 假如 对 某 一 ps，K (po) = 
+ co， 那 么 对 于 任何 p>0, 恒 有 K(p)=+o。 
ATEH, ROP BARAT, Irenee 它们 彼此 间 
没有 共同 内 点 ， 而 且 
236d9«*c, Sai =00, C) 
teg 


D 如 无 特别 声明 ，K (p) 假 定 为 能 适合 上 述 条 件 之 最 小 者 ， 不 存 
在 时 规定 K(p) = + co。 


取 数 列 e, Quoc ar, cO 0 Mac a5 
ka 
Ay A sieht Agta Àk»0 limdAp= co — (2) 
3; K(P)- + co， 则 能 找到 有 限 个 区 间 D, Lev Im, EH 


此 间 既 无 共同 内 点 ， 而 且 


ms 
Sóda <a, Dor>2M+h G3’) 
ant k-1 


其 中 了 = Sup |F)| 。 现 在 考虑 下 列 两 种 情况 ， 


1) 至 少 有 某 km, 使 到 具有 与 驰 相 同 的 性 质 ， 即 是 将 
五 着 作 玉 时 引 理 不 真 ， 我 们 可 以 认为 AR= ?ii， 那 么 对 于 T， 


Isid, HE 
mat LJ mu , ` 
DD <a,, Joh (3) 
Anh A reru 


这 时 将 上 述 In, KH IRI, M Ia 若 于 以 后 出 现 ， 将 与 
前 史 的 有 不 同意 义 。 
将 上 述 对 于 及 的 处 理 方法 施行 于 I， 得 到 属于 I 的 区 间 
In, I th Ip, Uil f. 
Sean «a; Een eam, Q') 


hom, ham, 
BE DAK m ken, ti 1) 成 立 ， 可 以 认 X km, 而 
对 Im, 进行 上 面 步骤 ， 若 是 永远 如 此 的 话 ， 对 任意 的 n， 都 能 
找到 Imn eee, Inn- EE i 


Tae Pail 
= $09 Cas, D O> Aasi (4) 
keng 


《1) 在 本 文中 ， 所 有 区 闻 列 ， 均 指 它们 是 无 共同 内 点 的 。 


di à) D 及 (4) SABL, eee 站 0d 
Se s Imagery ree 0) 成 立 。 反 之， 如 1) 的 步骤 不 能 
无 限 的 继续 下 去 。 

Mesi. PHAN K Ia, cen. Ina 将 有 

2) 


Tue 


$3 Kw(po = T, TZ «oo, sup K? (po) 相 当 于 将 
lem. 
Tr Wy RA K (py). i 
HT K(p) = +00, p>0, A IX lE I, s IARE, W 
Ao, RAF DT I ORR, WE 
P 
>} ODT +Ansy (5) 


k-1 


‘i 
3 dd «min (fr, Ps, 6,) (6) 


(6) 中 表示 诸 区 间 Ins, c, Ims, 最 小 边 之 长 度 ; 由 
Ak) «à, 5 It (为 定数 ) 相 交 的 D (ny kms 不 多 


fal, 而 且 ig + 1,= It, PS le eT. sis, wits -ii =, 
WS PDE BIS, con, B, 之 和 ， 可 以 认为 它 
们 全 部 是 闭 的 ， 用 ok ,2%;， 分 别 表示 FF(P) TH, 之 


振幅 (其 中 i= 1。2，…… ， 而 规定 ; 4i#p, q, T, s M OIN 
204 iEL2, eee ，5 时 到 ;= 09)。 此 时 由 (5) (6) 可 得 
st æ s s LJ 
于 or =- Yo, 2X2) Xen 
D bed ima ket het iet 
s' - s 
= ot- >> .0 Ok DT + ån- T 
t-1 deg he 
= Anse (7) 
- s 
Jsa- > B67 Sb $1605 «a. 
ht ima h~a 
(8) 
今 从 区 间 Tnm Img igs Tum, Died terres 
Ig, eesIp,  ÉEDeceD4, 取消 ， 和 尔后 把 其 余 者 ， BR 
DRAWER BES Ks a cons Imagem Doggy ™ 
tr 因此 就 有 - 
ed "era 
D SID Kans 2) Gia. (9» 
ket Lr . 
至 此 2) HTE”. 


PELLI wey oes ions 也 和 前 面 同样 


qa) preme # os wzo =0. 
D 不 难看 出 ， ERI IDEICHUE NERA 


ERAD 或 2) 两 种 情况 发 生 ， 分 别 按 1) , 2) 的 手续 进行 
之 ， 但 正如 前 面 所 见 ， 可 以 认为 经 过 有 限 回 后 ， 便 有 2 的 场 
合 出 现 ,我 们 将 第 一 组 使 2》 EEUU TRE IA Ima i omes ttn 
了 Inn HBA. 


apina tP fait na +P 


DS San Pj oye. a0 


koma, ms +1 ken, em, +1 


Bib, LRA, Bd, 了 须要 满足 L+) LM- me 
+p. 

应 用 归纳 的 步骤 ， 由 CD (2 (9 及 0 等 得 出 满足 
CoD WERE I, L, e, Decee; 

所 有 以 上 的 讨论 证 明了 : 若 引 理 之 结论 不 真 ，〈") BR 
RZ. WEE, 38 CO ROLF PAAR WAR 变 分 d 
数 。 这 样 , 由 反 证 法 便 完 成 了 引 理 之 证 明 。 为 了 这 个 目的 ,首先 
# CO 变 为 另外 一 种 形式 ， 即 是 此 时 必 有 As，BsETs(k= 
1,2, 7) 存在 ,而 满足 

3 Pan -F Bo = +00 ® 

(?) 是 不 难 由 (") 直 接 证 明 的 。 此 外 ， 我 们 还 能 假定 AE 
Ay , But Bi GR) 及 AvSB/! (kk HERO LL 

WI, In eee, Im, BAE 


ny pod : rd 
DEAD EBD >A EE aD 


R kei 
到 此 为 止 ， 先 引入 程序 (D) , ^L RU Gon) 为 = 
Ol, RUF EREB E T As, BiG Ie, Mm, ,这 个 


假定 ， 可 以 由 取 {I4} 的 子 族 而 达到 了 ) ， 
a) Al 是 工 顶 点 的 情况 ， 如 图 2 所 示 。 XE) (omn) 
分 作 如 下 的 两 类 : 
D O2), IRRE IAs 
2 (LP), IJ RES WB, WE DPI ARE, N 
都 理解 作 闭 的 , 由 ACh Gn) BR 
{Ia} oom = (022) (I 
Ai e>A—A, AMM (IP He CD RZ, f 
b) A, KEL, WAR, WE (012) = (22) = {I} > 
m1), 从 此 以 后 ,把 由 {I4}w>w HR, TOS BLD MIE RAR LE 
O 程序 ， 尔 后 的 讨论 ， 我 们 不 用 全 部 的 {I4}w>w， 而 仅 由 
(IDR, c X 


2 
BEAL, X (a) ase 施行 程序 (S) E, ANF LRP 
施行 同一 程序 ， 其 次 I.…… 继 续 4 KL, RERE 
(as 而 得 到 {T 对 CAMS m 1Bb, (=P), 它 
是 原来 区 间 的 一 个 子 族 ， 而 仍 满足 CD. 


(0 (D 当然 它 仍然 要 满足 O ， 而 这 是 不 难 办 到 的 。 


二 般 说 来 ， 设 对 于 m 已 经 求 出 了 I, ver ， Toan 及 
{UP Jie ane ， 而 适合 下 列 条 件 


Dop 
SPAS) -F Br’) [>A 
kei 

D SA FAP) - P@BP)| = +00 
keg D 


d AS, BEV ENP Gtr R= Layee, m") 3 
MENTERI RH, CODO } 或 者 全 位 于 工 内 ， 或 者 
WO. 


STP} RAR TD? e > Te, SERRE 
NI i 
DIE (AP ) - FBP)| > Ants aa 
keg 
HP) oa) RIP D, 连续 施行 程序 (S) 共 "> 


次 , mes e), gm )c qi), eS OP) (enm) 32, 
ED D HD 成 立 。 从 而 由 归纳 法 原理 ， 从 {Im} 向 PU 
(m= 1。2。……) 的 转变 恒 为 可 能 ， 同 时 由 2) 3) 等 , 区 


haco, iP) auis, tees asm EE FE 
Hi (m) i 
DD) FAP ) -F (BE )| = +00 ao 
met keg 
AP Jaera (Ia? uei + nns cq?) X (haeo 


SU} AR, EMA 2 Bros, RMK, =, En 
但 需 适 合 


D Ay REITI 的 顶点 时 ， 耳 ， 卫 规定 为 全 平面 。 
10 


E 


@ K, DRH 1 之 一 边 而 通过 A, HEAL AR. 
Gi) K;+ Kj=0 G+); Ki* = 0(i<n, j= 1,2 
e è 


Ga 5 (KD < <+. 


ket 

—Bk Cibi R(OCGP ) (m, kn), WE 

G) KP ur T 之 一 边 而 通过 AP, HE SEN H 

Gi K+ Kw Qm, ij, KP Kim- 0(p*9; 
KP +I = 0 G<n®, h<m,j= 1, 2, = J: 

Git) 5 ua Gm. 

AFIO Ja ») soil, Jaman 的 关系 ， 不 难看 出 ， 
能 作 圆 系 KY, ees, KT, GO em ms it G) di 
did 照旧 成 立 。 由 归纳 法 得 知 ， 对 于 hh=1，2，…， 均 能 作 
WAH @ Gi) GD 成 立 。 

为 了 今后 讨论 方便 起 见 ， 把 区 BID, eL, oe, 
了 按 原 有 顺序 ， 用 以 下 符号 表示 : l, 
yo Reet oT, AA Any Bs 对 I 而 言 有 着 对 称 的 关系 。 我 们 
还 能 假定 中 将 O GD Gi 中 之 4 名 易 为 B 吕 也 照旧 成 
2s . 
MERRI, Rijit. NOR RAA, B, ARANA 
(Ki), (Kj?) RR, Xop Rs, MIS, Hie 


O 这 只 要 把 由 I} 得 到 Mp 的 步骤 ， 施 行 于 {I} 就 行 了 .但 
为 了 简单 起 见 ， 我 们 将 所 得 区 间 仍 用 M) 表示 。 


u 


R Bi; KPC h, 但 kh>1, KY, Ki" eee 述 切 
I, 2-WAI it A, 及 T ZW. 
Q) > (Ki) Sac «a3,» 


het het 


由 (1) 还 能 证 明 下 列 的 ， 


(3) » | F (Aj?) - F(Bj)] + > IF (Aj?) - F(Bi)| 


kag 
DIF (A) -FGLI. 
48 ksl, 2, «e, SBA A, FURESHUC) {KP} 
(= 1, 2, 7) 表示 的 话 ， 从 (1) (2) (3) X OO 我 们 分 
别 得 到 
Q) KP + KP =0(R#k’, i=1, 2. 
, OY Sb KP) <+0=1, 2, 
t [] 


GD 至 少 有 i= 1，2 中 之 一 ， 而 满足 
SFO) -FB = +0, 


kes 
Ba OO G RAP, PEK?, &A FO) IX ERIS 
有 界 变 分 函数 。 于 是 引 理 证 毕 。 

LI EN ""——— 
SHH, 设 有 点 A, A, see Any oo 7, By B, eB, 
UM ER, A+A; - Br£Bj. A+B: Gj) 。 此 时 如 果 
Socar Bo <+0, BA WD IFAD -FB < 


reri 


+ co。 


12 


证 明 。 充 分 性 : 很 明显 。 
必要 性 ， 能 从 下 列 更 精密 的 定理 得 出 。 
定理 2。 定义 于 尺 的 函数 了 (P) 成 为 有 界 变 分 函数 的 必 充 
Be, RAA, Ap, oe Ag, “eey By, Bo B, 
“ER, A+A; BitB; A+B: A+B; GFP, 


JEM oU, Bo <p, BAGH 
keg 


D IFA») -F Bp) SK). 


HIK RDUKCE p HARR. 
证 明 。 充 分 性 : 很 明显 
必要 性 我们 曾 于 引 理 2 中 ， 引 出 了 一 个 仅 依赖 于 
pCC eco) MARR KG), KG) 当然 是 p 的 单调 增加 非 负 
函数 ， 以 下 在 于 证 明 羽 (p) = 2K (2p) + 2K (6)， LL 
小 的 正 数 ， 即 是 所 求 。 l 
HEA, An eee, An, By Buy Ba SER TE R 


N x foe 
2N 个 互 异 的 点 ， 只 若 证 明 D ) | 下 (BA.| < 入 (0) ， 其 中 到 (pD) 
hmi 


= 2K (2p) + 2K (ô) 而 D = Zu. BORBT.- 


RAO, KEA, HN oP RL, Los Late 
在 ， 具 备 下 述 的 性 质 : ， | 
D LV. As, Be 为 其 端点 ， eae Ed z 
直 ， 而 且 它 的 长 度 m) <2p (Ar, Br. 
2) Lr 不 通过 Ae, By ( zh), . x 
3) Lae Ly = (AP, ee ve e 
I$ 


从 3 ) BANAL, HARM TR SALAM e, AUS) 
CLN 是 有 限 的 点 集 ， 而 且 根据 1) D, eub AD 的 折 
线 不 多 于 两 条 ， 将 AP 用 充分 小 互 不 相交 的 区 间 范 围 之 ， 我 们 
设 这 些 区 闻 之 直径 总 和 <6， 因 此 下 (p) 于 其 上 振幅 的 总 和 < 
KO), 其次， 区 间 外 的 折线 则 被 分 解 为 互 不 相交 的 线 段 ， 用 
两 组 区 间 米 遮盖 它们 ， 尔 后 通过 简单 计算 ， 便 有 下 式 成 立 : 


N 
SFO) -了 (Bi 去 到 (p) 


Awe 

ERK 的 意义 正如 前 述 ， 至 此 定理 证 毕 。 

AHK 仅 依赖 于 p， 下 面 命题 成 立 。 

定理 3。 设 了 R(P) 是 届 的 有 界 变 分 函数 ，S 为 所 有 长 ER 
超过 o 的 曲线 族 ， 这 对 Fp) ww S 的 每 一 曲线 都 是 有 界 变 分 
函数 中 ， 而 且 其 全 变 分 关于 8 还 是 有 界 的 。 

很 明显 ， 定 理 3 乃 是 定理 2 的 简单 推论 ， 而 CAD 则 仅 是 
这 定理 的 一 半 。 定 理 3 对 (A) 而 言 ， 已 经 精密 了 -- 步 。 

定理 4。 设 了 (P) 是 定义 于 忆 的 有 界 变 分 函数 ， 则 必 有 定 
数 Ku>0 存在 ， 而 且 具 备 如 下 的 性 质 ， 所 有 满足 |F(A) - 
F(B)|>K,p(A, B, p(A, B)Sa>0, HAIL (A, B); 
只 有 有 限 个 适合 于 ABB. Art An Bat Bu (R#R) &, 

EW. ERRA, MAA, A, nes; Aw Bi, Be, 


ko ko = 
同时 使 得 POI Bo <p R’) |F) —F(B0| >K p) 
E DTI whet : 
RL”, BBRFODROBSUEGLISÉR, AMAT REM, F 是 


(1) 是 寻常 意义 下 的 。 
(2) 此 处 略 去 它 的 证 明 。 ， 
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定理 证 毕 。 
推论 1。 有 界 变 分 函数 玉 (P) 在 忆 上 除去 可 列 个 点 外 ， 在 


其 余部 分 满足 李 普 希 兹 条 件 。 
证 明 。 取 Q,, az, “sg Ahy eg, lima; =0, 根 
据 定理 4， 对 每 一 Qk 有 Ek= (AIP, nen $0 存在 ， 若 4， 


BER—-E;, 而 E p(A, B)>a, i} i #|FA)-FB)] < 
K,p(A, B), K, 是 绝对 常数 ， 从 而 在 也 - SE. E, FOW 
ket , 


足 李 普 希 效 条 件 。 

由 推论 1 还 能 证 明 ， 

推论 2。 连 续 的 有 界 变 分 函数 满足 李 普 希 效 条 件 。 

附 记 ，1) 定理 1，2 中 限制 Ae Aj GAP ED 要 的 ， 
实际 我 们 能 够 证 明 如 下 的 。 

定理 FORSE 普 希 效 条 件 的 必 完 条 件 是 ， 对 于 任意 


HY Ay, eee s Ar, ces, Bure Be, e ER, Re 


D317 8222997123 F(AD - FB) & +0. 


kon kot 

B-EM, AERA KE WR AERATED M 
参看 [2] 或 [3]。 : 

D 推论 1 也 可 由 托 氏 定理 1，2，4 直接 排出 ， 请 查 参考 
文献 [1 。 

3) 将 定理 3，4 与 [七 中 第 55 TELE, MANE, 
托 氏 给 两 个 变数 有 界 变 分 函数 下 定义 的 时 候 ，' 首 先 将 寻常 一 个 
变数 有 界 变 分 函数 的 定义 ， 作 了 变形 。 同 时 他 所 纵 的 定义 与 后 
者 在 形式 上 也 不 完全 一 样 ， 本 文 的 结果 证 明 ” 这些 差异 是 完全 
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不 必要 的 。 
所 有 这 些 结果 ， 都 能 向 任意 维 的 空间 作 形 式 上 的 推广 。 
$ 3。 托 氏 有 界 变 分 函数 的 一 个 性 质 。 由 定理 2 我 们 知道 ; 
PD) REE RWARE HH, Ko Ky, Ku 
RATA ROR UR JIK») <p, BA Dion 
sl 


net 

CK), HKD) 是 仅 依赖 于 P 的 有 限 数 ， 与 前 所 见 的 不 
同 , &Vr(p) 是 所 有 上 述 尼 (D) 的 下 限 ， 而 称 作 是 卫 (P) 于 
R LW p 变 分 时 ， 下 面 定理 成 立 。 

A5, Ef feces, fn cod EXER E 的 《有 
FES) 函数 列 ， 适 合 以 下 条 件 ， 

a) 至 少 有 一 点 DER, EH | fa] <M, 

b) Vf,Gpo €M,, 其 中 p= 000, ifj V? (2p) 则 是 对 
应 于 fa(p) HI 2p, 变 分 。 
JEEP, CP fus tn ftn ， 中 定 能 选 一 子 3 fs, 
np， 向 菜 有 界 变 分 函数 于 收 敛 。 

证 明 。 由 定理 4 之 推论 1， 能 取 一 可 列 点 $8 E, R-E 
ERMAN £3 

| fn(A) - fa(B)| <K,p(A, B). 
RA, BCR—E, 而 Ky 45 3, BA, BRK, fo 
Ari s fn eo E R—E 上 是 同等 连续 的 。 
， 从 Q) ， 有 内 A 

|fsXp S| fap) — fa Po #1 fr (po)! M; + M;. 
因 耐 全} 在 : 且 主 必 当 然 也 在 R 一 E〉 还 是 一 致 有 界 的 ， 由 阿 尔 
dedi CArzele) 3E EA , ATI fassus 1E R—E 
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上 一 Rm, HORE REGLAS. RUITERS ERS 
收敛 的 {ss} 之子 列 ， 以 下 用 {fr} 表示 这 一 子 列 ， 了 是 它 的 极限 
函数 了 = lim fa, RINER f BEER LEXLWA 界 变 分 函 
数 。 

实际 上 ， 对 于 任意 2N 个 互 不 相同 的 点 Ai, Az; Tut Ay, 
B, B, By €R, FRAERAERM: 
- N 
DIFA -了 (Bu =lim Di lf, (An -fa, GI Slim 

= c uit 


ned nd 


mV Qp) «mM, = K (p). 


N 3 
其 中 p= Byp(As, Ba), m=m(p) =[2] +1, (Cac 133 ox 
wt . 


的 整数 部 分 ) , K) = mM, = m([2] + 1). 


上 面 的 不 等 式 ， 对 于 任意 的 入 正确， 因而 定理 得 证 。 
这 篇 论文 ， 是 作者 1955 年 的 毕业 论文 ， 在 杨 永 芳 教授 指 
导 下 完成 ， 作 者 对 杨 教 授 谨 致 谢意 .。 
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ON FUNCTIONS OF BOUNDED 
VARIATION IN THE SENSE 
OF TOLSTOV 
Wang Shu—tang 
Abstract 


in a paper entitled! “On cuvilinear integrals in the 
sense of Lebesgue” Mr, Tolstov introduced the following 

Definition, Let F(x,y)be a function defined on the 
region R(a<x<b; c<y<d) and for every sequence 
of nonoverlapping circular disks Dn such that, 
wheneve S? (diam, Dn) «co, S ose, F on R) coco, 


tei tei 
then we call F (x,y) & function of bounded variation 
on R, 

The following theorems were-proved by Tolstov; 

(A) If F(x,y) be a function of bounded variation 
defined on R, Let C, x=x(s) y=y (S be a simple and 
rectifiable curve with arc length as parameter, then the 
function (s) =F (x(s), y(s)) be of bounded variation 
as variable s in the usual sense, 

(B) A function F(x,y) which is continuous and of 


bounded variation must satisfies Leipshitz’s condition, 

In the present paper the following theorems are 
proved, 

Theorem 1, Let F(x,y)be a function of bounded 
variation on R, then for every .sequence of distinct 
points of R: A,, A, An, Bi, BeBe" whenever 
Sas, By) «p, then, >)! F (As) - F(B)] <K(p), 


1 ci 
where p(A, B) is the distance between A, B,and K(p) 
a Finite function of p«co, 

As direct corollaries the following theorems may be 
easily varified 

Theorem 2, Let F(x,y) be a function of bounded 
variation on R, S a class of curves their lengthes 
bounded, then F(x,y) be of bounded variation along 
the curves of S, Furthere, its total variations be also 
bounded on S, 

Theorem 3, If F(x,y) is a function of bounded 
variation on R, then there exists a deunmerable point 
set E,on R—E then F(x,y)satisfies Leipshitz’s condition, 

Theorem 2 has improved the proposition (B), and 
theorem 3 is equivalent to the proposition (A), 

From theorem 1; if Dn is any nonoverlapping 
Circular disks > (diam Dn)<p then > (osc, For R) 


mea uma 


<K(p), putting Vr(p)=inf K(p) and call it the p- 
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variation of F on R, Then the following theorem can 
be proved; 

Theorem 4, Let f,, fz, «fn, © be a sequence of 
functions of bounded variation satisfying: 

D f«(A) «M, for some point of ACR, 

2) Vyn(2e)<M, Where p- diam, R, 
then it can be selected a subsequence fm, fs, ts fuss 
converging to some function f, and f be also of 
bounded varition on R, 
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KrF RA & 


ERE ERR 
摘 要 
-本文 进 一 步 讨论 超 限 序数 方程 ， 


推广 了 Sierpihski 的 有 关 结 果 。 


$1. 根据 序数 正常 表示 的 唯一 性 路 ，M。 Sierpinski 证 
明了 方程 捍 = 如 +1 没 有 超 限 的 序数 解 。 本 文 目 的 在 于 拓 广 这 
一 结果 ， 而 从 事 更 广 一 类 序数 方程 求解 问题 的 研究 。 

同一 时 期 ，M。Sierpinski 又 证 明 ; 对 于 序数 4a 与 B 而 
F, ER ap = Ba 与 ab = Brant? SHY, AMF FF 数 的 
加 法 ， 考 虑 了 类 似 的 情况 。 

$2. 首先 证 明 下列 的 
定理 1。 设 1 为 一 自然 数 n>>1， 则 方程 

feat +1 (1) 

没有 超 限 的 序数 解 所 与 7。 

证 明 。 用 反 证 法 。 

i£, 为 方程 (1) 的 一 组 解 ，5 一定 是 第 一 种 序数 。 2B 


。 本 文 发 表 于 《数学 进展 第 3 卷 第 4 期 (1957) . 
(1) 如 无 特别 声明 m, n 恒 代表 自然 数 。 
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分 两 种 情况 进行 讨论 如 次 。 
D 设 7 是 第 一 种 数 。 根据 [1] ， 能 够 假设 
§ = WA, 92d, FO". + Ak (2) 
15 fib, + 2b, + + + Mtmiby_, + br 
其 中 ay ayo Sag > 05 iD BEI; cbaa…， 
ar KO» by, 各 为 自然 数 。 
JA (2) 根据 序数 的 运算 规则 ， 经 过 适当 计算 后 得 
£n = onna 9 YFG, + ee + oni OMY hardy, + 
+ 0% Da ap t OM in7D* qup ese 
+ pn MD tAk + on "MDa agt e + 
+ Ou +a, oe M Qc aO 0a 
Q1 A, + ++ + Oa + OR, 
ete oh (st Dp, + qfi Pa p, + e + ofi mH Pieabi + 
+ ofi "bib; + Op 70 * A b, tee + 
+ pfi 07D tby, + ofi 07 U bibe o 
+ Wh +ib, + b hi t aibi 
+ oft bb; + ofz b, 十 十 
+ aiibi. + bi, 
Bit Ka AA nh D+ 1X Q4Dd-D * 13i, 于 
tnk- 1) = (n+) (1 一 由 而 存在 一 自然 数 7 使 h= (nt Dt 
+1 Kl=nr+l, A>, 即 是 n(k- 有 +1=1, 将 上 述 展 开 
RRA D ， 并 比较 对 应 项 的 系数 不 难得 到 a, =0,, a7 bi+ 
+1; 而 ci=bu-pri。 从 最 后 项 算 起 ， 比 较 对 应 项 系数 有 
Berets Gackt sre AAWE LORE BW Matawan on = Bachan « 
(我 们 不 妨 设想 2 之 2， 否 则 以 下 比较 过 程 全 部 取消 ) ., RE 
进行 之 ， 我 们 最 后 得 出 。 
e? 


Qar bans Ga-ba = Oock—-ha minm 

; =ar) «7 Gt = bibi s aibi 
于 是 ah=b1 这 与 Qs=bi+1 相 矛盾 。 

2) d 7 为 第 二 种 数 。 证 明 与 [2] 大 致 相同 。 

设 E= o d + + Oak + Op (3) 

n= Qi b, + e + oP! by 
其 中 诸 数 之 意义 同上 上。 名 的 展开 同 1 》.。 仅 需求 出 h 
ttt = pfi nt DD, + wrths By + oe ofi +P by 
Hit & X s eld nk- +1 R141, n&-D zd 
Ik, BSAA (D 并 比较 对 应 的 指数 。 à 
fin * D =am= (En + Bay, 0nz Bun? 7 

FE ne dz, (An 为 自然 数 而 且 n2 1, 因此 这 是 不 可 能 的 ， 

BAD 2) 得 到 定理 之 证 明 。 

$3, KYE E -n'« 1 ERARA 2 可 以 变 成 有 解 方 程 。 
例如 序数 

£- oa + 02a + o2 «2. 
n= 02a * 02a. * 1 

便 使 方程 鱼 。2= +1 得 到 满足 。 但 是 可 以 证 明 下 述 之 

定理 2. JEE m= + h m KEAR MIF 
M. 

IEW RUE. dS, n IR HM E 必 是 第 一 种 序 
数 。 当 7 是 第 二 种 序数 时 ， 完全 与 定理 1 之 2) 相同 的 推出 矛 
ai. 40 为 第 一 RE, BEA (D 的 形状 时 ， 按 上 述 定理 的 
方法 可 以 证 明 。 

ma,-b,, as=bit+1; QQ = bu- DaS Qau-D+ri= bana 


a m = q= b b= mabi, 
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于 是 as=mbi=bi+1，bi= 


”而 b 为 自然 数 , 故 必 mm=2。 
然则 已 经 看 到 m= 2 时 , 方程 im=7"1!1+1 确 系 可 解 。 于 是 
定理 证 毕 。 
HE Eri m= nt +1 的 序数 解 ， 当 m= 2 时 一 般 形状 为 
€= O10, + O20, t 2 
n= oh2a,* o^hb, +++ +1 
然则 所 有 解 的 具体 求 出 ， 是 一 尚 待 解决 的 问题 。 
$ 4. M, Sierpinski zz [3] 41 i£ H af = Ba 5 anBr= 
Bran 等 价 。 利 用 同样 思想 方法 ， 能 够 证 明 下 记 之 
定理 3。 对 于 序数 4， 有 而 言 a+B=B+a 与 emt hrs 
Bn+am 等 价 。 其 证 明 步 又 ， 本 文 从 略 。 


参 *» x 献 
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[3] W, Sierpinski,Sur une espe des nombres ordinaux, 
Fund, Math.,V, 45, 1(1956), 139—140, 


ON SOME EQUATIONS OF 
. ORDINAL NUMBERS 


Abstraet 


In the paper [2] Mr, Sierpinski proved the follow- 
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ing equation 
B= n+l 

has no solution of transfinite ordinal numbers £, 7. , 

The main purpose of the present paper is to 
prove, 

Theorem 1, The equation 

En= n+l+1 

has no solution of transfinite ordinal numbers £,7, whe- 
re n denote an arbitrary natural number, n>1, 

Furthermore, we can generalize theorem 1 as; 

Theorem 2, The equation 

Eom= +1 
| has no solution of transfinite ordinal numbers £, 7, 

where n>1, m 2 are arbitrary natural numbers, 

Neverthless 上 22= ņ°+ 1 has an solution, 

E= oa + o*2a + 02a + 2 
Laks ves 1, 

hence, the remaining open problem is to find all such 
transfinite ordinal numbers £, ņ which satisfying £*2= 
tte, 

On the other hand, Mr, Sierpinski in another pa- 
per [3] proved the following equations 

af - fa 
a" B* = Bram 

are equivalent for ordinals a and pb,by the same methods 
we can prove the following equations 
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a+B=Bra 
am fn- £n« am 
are equivalent for ordinal numbers a and £, 
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一 致 性 空间 的 一 个 定理 


王 成 * 


摘 要 


本 文 证 明了 定理 ， 具 有 势 一 至 
基 的 一 致 空间 ， 基 其 每 个 势 之 的 子 
集 S 于 RR 中 有 级 之 2 的 能 点， 那么 
空间 的 拓扑 具有 EET EN 
S. Gol 用 很 复杂 办 法 方 能 证 明 的 一 
系列 结果 即 全 部 是 这 一 定理 的 简单 推 
论 。 


RET, S. GG 在 论文 [1 中 引进 一 般 致密 性 概念 ， 并 在 
一 致 空间 中 得 到 了 一 系列 的 结果 。 

通过 一 个 反例 可 以 说 明 GA 的 某 些 结果 中 有 错 。 

本 文 主要 目的 在 于 ; 对 一 致 空间 建立 一 个 比较 深刻 而 且 简 
单 的 定理 中 。 这 定理 是 度量 空间 中 一 个 经 典 性 结果 (31, p. 
116, p. 107) 的 推广 ， 其 证 明 方法 也 无 须 经 过 多 大 的 改 变 。 
我 们 修正 了 [1] 中 的 错误 ， 并 且 这 些 修正 连同 论文 中 的 所 有 其 


* ) 本 文 发 表 于 《科学 记录 ?2 卷 10 期 (1958) 
(1) 它 基本 上 是 作者 另 一 定理 的 特殊 场合 〈 参 看 : “ 论 有 基底 的 
拓扑 室 间 ”， 西 北大 学 1958 年 科学 讨论 会 论文 ) 。 
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RGR ( 除 定理 4 以外) ， 都 能 由 本 文 定理 推出 。 我 们 这 定理 
不 但 比 [1 深 入 一 步 ， 而 且 还 指出 Gél 论文 局 中 有 一 个 尚未 完 
成 之 点 。 本 文 对 其 某 些 结果 作 了 相应 的 改善 和 补充 ,从 而 使 这 个 
部 分 也 得 到 补足 。 

81。 设 五 为 一 致 空间 ， 而 且 具 有 势 芭 的 一 致 基 。 我 们 知 
道 ， 由 这 个 基 能 得 到 由 势 的 伪 度 量 族 卫 = {pe} 所 生成 的 另 一 
基 中 。 所 谓 伪 度量 ， 就 是 满足 下 列 条 件 的 从 RxRR 到 [0，co) 
的 实 函数 ， 

1° pa(x, x)-0, 

2* paly, X) = pal, 9, 

3* pal(X,Y) + pa, Z) 2 par, 2). 

卫 中 任意 有 限 个 函数 的 极 大 函数 所 成 的 族 P^ DED JER 
族 ， 为 了 简单 记 为 P' = (o2 )'9. TEP 还 满足 : 

4 WER, Pa CP', HSGEpLCP', p. 
(x,y) = max(pz Grip. Pa, DYRA EKAS 和 pa € P' 
MaRa, i 


Via’, d)= E p'e (x,y) «d, 


Gan 

也 就 说 这 个 V(w“ ，d) 是 满足 De Gu) «d 之 所 有 点 对 y) 
的 集 。 此 时 {Y(c' d) } 仍 是 RWB, 今后 该 基 恒 以 符号 U 
wea, ， 

由 U 可 于 及 定义 拓扑 ， 其 基本 邻 域 族 为 {V (& ,GD) C3) H 
HixXER， 关 于 此 点 及 符号 {VLX]} 的 意义 见于 参考 文献 C5]. 

ER. “uA, BO =u, Yu AMA, RRAN A 

* 本 书 中 一 律 用 黑体 字母 代替 原文 的 花 写 字母 。 

(D 当然 ， 此 时 2 < 不 一 定 成 立 《 请 对 照 本 文 下 面 的 “注意 ”) 。 
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DER HU GO =u 不 一 定 成 立 ) ， 直 接 进入 本 文 定理 。 
EE. ER p RE AAR XE, 这 时 下 列 
二 命题 等 价 : 
m R (Ru, 
(B) SCR 而 且 S >u M, SERBS 2 HR”, 
为 了 证 明 ， 引 入 下 列 命题 
C) 存在 RESR， RR <u WH BRI =F, 
FB VE ABET EET s 
(Aux) 
aN 
(Bu) 一 > (Ca) 
D (A) 一 > (Tw 。 证 明 同 于 古典 定理 ,可 数 基 空 间 的 
非 可 数 集 具 有 ? 点 〈 即 级 >ou 的 触 点) 。 故 从 略 。 
ii) (B) — (Co. 
a, HUER. i (CO 不 真 ， 于 是 至 少 有 一 a! 使 下 
述 P。 亦 不 真 Rp e EP 的 下 标 ) 。 
Py, 存在 集 Mo: M, <u, BE LER 为 任意 点 时 p^ (x, 
M.) =0 (Hi p’, EP). 
ee ne 
HER MSS <u, Bite H E MERAN 
"T" as M$) «d (p; EP), 
如 设 P 不 真 ， 根 据 超 限 归纳 原型 使 可 找到 一 集 N = (oy 


a) REB, WRF A, EAS <u 的 拓扑 基 的 


Wie * 
(2) HER AES io m MOM. JURE 2 HS — ADR Vae 
VS2m 的 话 。 


e? 


By, Gy oe} :于 >u。 而 且 对 于 Bx A! EH P'a, (Xss Xt ) 
>d. TRES B) 亦 不 真 。 
当 双 有 限时 ， 迟 是 伪 度 量 空 间 。 设 (CO 不 真 使 存在 

PALA SO fu 1478, HC (Bs) 亦 不 真 。 

iib (C) 一 > (A2. 

a, MUAIRN, RVE ad Ep3) 7E R (93 u 3n 
扑 基 ,但 其 中 PERo(V (2d) Eu), 

b, su diti, e [Epor =o} 
便 是 也 的 一 组 势 <u 的 拓扑 基 ， 其 中 'PER。。 

此 中 E P(x,y) 20 表示 所 有 满足 p(z;g) =0 之 点 2 的 
集 ， 但 其 中 y EAEAN PR 的 伪 度 量 。 

$2. 为 了 简单 ， 把 具有 势 & 一 致 基 的 一 致 空间 记 作 
Us, 

引 理 1。 RRA (m,n) 致密 ， E n>m, RI RA > 
MIRE ACE RA me 的 各。 

382. RR ORE Cu, FRR Wu, co) BH, 

当 &= os 时 上 述 两 个 引 理 都 是 一 般 拓 扑 空 间 的 古典 定 PE, 
但 其 方法 无 须 经 过 多 大 变动 就 适用 于 一 般 的 &。 参 看 [1] 的 引 
5, 516. 

今 将 文 [1] 的 主要 结果 罗列 于 下 ， 

&R 同时 为 (U)。 Be (m,u) 致密 (m<u) ， TRE 
为 (mo) S (C11, RAD. 

2, RR AU)«, mau, 并 设 势 >m 的 子 集 于 RARA, 
mE (m, co) 致密 (C1), EXE , 

ZR 同时 为 WU) uk m, n) 致密 ， f mn, uen, 
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E ROS (m, œ) 致密 qi, gs». 

“4, RREY Ov (n, co 致密 。 其 任意 子 空 上 
认为 em, c) Er CU, END. 

5. Ue RW (m, co) RB (mu) tye 
4. om CER ADR 

上 述 聚 点 的 定义 见于 [1]，p.421。 

1,8,4 能 由 引 1，2 及 本 文 8 1 定理 立即 推出 ， 今 以 1 为 
例 ， 由 1 ARES) LHe (BO 成 立 ， 于 是 CAO 也 成 立 ， 
再 由 引 2 知 及 是 Cu, co) 致密 的 , ARR KE (m, u) X 
密 的 ， 因 此 RE (m, co) 致密 的 .下 面 我 们 举例 说 2.5. 
ai 

KER o 为 度量 的 不 可 分 度量 空间 ; 于 是 存在 着 
edt 1([3],p.116) 。 

考虑 迪 加 尔 乘积 E' =EEx{1,2}， 并 于 EE* 引入 度量 p* , 


* PCD), (G,pi1-eGq,o, 
Hh p, qCE, ij- 1,2. SHWE E 是 满足 2.5 题 设 条 件 
的 伪 度 量 空间 Cu = op, {Gx {1,2}} 是 E* 的 势 不 可 约 的 
非 可 数 复 盖 。 故 2,5 不 真 。 但 利用 本 文 定 理 很 容易 将 它们 修改 
He E ln 
2. ER Uu, mzu, wm UST RARS 

28M Fk RO Cm, co) KE. ROLE 

"B ORY (no co REE BIR S Vom 
的 集 于 已 有 级 > 2 Wi REARS PARA) , Bihm 


n . 
zu. 


Hm 


从 上 述 之 例 看 来 ，2 ,5′ 中 对 于 触 点 之 级 之 2 这 一 要 求 是 
34 


ov 


不 能 减弱 的 了 。 但 对 2” 尚 能 作 如 下 的 补充 : 
BEA Oe WES CEN ETRY DeM M 
d. FE, ROERLED EHH <u HEAR Ub uo D. 
4 u WAN, ix 是 有 名 的 Heine-Borel-Lebesgue 定理 
《CJ 中 定理 2 之 注 所 列 的 定理 是 不 正确 的 ) ;所 以 6 正 是 这 
一 著名 定理 的 推广 。2/ 仅 是 “ 的 重量 <<m” 的 后 果 ， 而 不 能 
看 作 是 上 述 定 吾 的 推广 。 实际 上 后 者 并 不 可 能 从 2/ 推 出 来 ， 
TER Borel 定理 不 能 从 Lindelqf 定理 推出 来 一 样 。 — 
最 后 还 要 指出 ，[ 多 中 用 了 很 长 篇 幅 才 能 证 明 的 有 关 H P 
乘积 的 一 个 结果 ， 也 可 由 本 文 $ 1 之 定理 立即 推出 
7. (21, HHT). HRs BU) ue, REEN, MCE 
RD, maT, uem, Heat, MRT ,都 站 完全 (m, 
co) BENE, MARRR= [IR geek (me 致密 
实际 是 , 据 引 1 及 (Bw) 一 > (AD , Ret Rem, 
故 忆 及 其 任意 子 空间 亦 然 .由 引 2 立 得 7 。 
. 作者 感谢 场 永芳 教授 的 帮助 与 指正 。 


sax 


(13 Gal, I, S, 1957 Proc, Akad, Wet, Amsterdam, 60, 
, 421-430, 
. £2] Gal, LS, 1987 jbid. 431-435. 
[3] Sierpinski, W.. 1952 General Topology, Toronto, 
.. 41 Bourbaki, N, 1948 Topologie generale, ch, IX, 7, 
' tsJ Kelley, J, L, 1988 General Topology, Nostrand Co, 
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A theorem on the uniform spaces 


Wang Shu-tang 
ABSTRACT 


In the present note we prove the following theorem, 
Let R be a uniform Space with a uniform base of power 
u, and if every set S with power>u has a contact 
point of order>2, Then the topological weight W(R) 
<u, A numbef of results concerning (m,n) compactness 
of I, S, Gal can be derived from this theorem as simple 
consequentés, ; 
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ww 可 加 的 拓扑 空间 I 


E 成 党 


本 文 首先 研究 了 ax 一 距离 空间 
与 m- 儿 乎 距离 空间 的 关系 ,并 以 此 为 
基础 解决 TOR. Sikorski iy js] M,, 
推广 了 著名 的 Nagata-Smirnov 距离 
化 定理 。 文 中 还 特别 针 对 4>0 的 情 
况 得 到 了 可 or 一 距离 化 的 条 件 。 最 
后 ， 研 究 了 紧 性 ， 并 推广 了 著名 的 
Ursohn 第 二 距离 化 定理 。 


按照 R.Sikorskit1], Bri S£ X E oT nda ip 4s IR], 
WHEXEHECAA T HRK BELT ME FIERI HIE "EC X, 
I. K3K, 


1. K- K, 
Y. WF EX Hh a-F SERI (K 4), £a, aco, 


* 本 文 发 表 于 《数学 学 报 》1964 年 第 14 卷 第 5 期 
D REL ©, 表示 规则 初始 序数 . 
D 这 里 的 叙述 方式 与 [1] 在 形式 上 有 些 出 入 ， 但 实质 相同 。 


$4 


zi 


2 Ke > Ky 


octo, 0<t<o, 

N. HHEMXWARTRK, K=K, 

4u=0, o,-npJn&g$n THzs IU CT) 型 的 拓扑 空 
间 ， 但 当 n0, Wig EG 3 ORIS. 

上 述 类 型 的 拓扑 空间 ， 结 合 着 在 不 同 问题 的 需要 ， 还 曾 为 
其 他 学 者 所 考虑 ， 例 如 人 .了 .Tlaposu genko'”, L, W, Coh- 
en 5 C, Goffman'? 等 等 。 正 则 的 wp- 可 加 拓扑 空间 , 当 4>0 
Bb, OE 0, 

设 委 为 一 序 群 9， 且 若 存在 单调 碱 小 的 @,- 列 {ee}， 其 中 
&>0, §<o,, «CA Tile FAH: 

CK) 对 于 ABA ToC 60, HERFS AV, 使 
ee S» 5, BRU. IMB A 是 特征 ov 的 序 群 。 

UXA-KA, ARETE ov 的 序 群 。 今 若 对 于 每 一 
AX, y€EXISX T 入 的 一 元 pe, y), HH FARES 
到 满足 ， 

a) p(x, x) = 0 

b) p(x, p=ely, x)>0, Kmxrey 

=e) pQ, Y) «oG, z)+p(z, y) 

Kha, y, Z E308 RX ESSE R, RIEK PXE 
H-To, EN, LX RR os- 距离 空间 。 于 此 空间 内 ， 按 下 
式 定义 极限 ， 


x= ms TAM xX) 一 >0， 


并 由 此 引入 “ 闭 包 ”、 € ERE” 0, XHEHOS—- 
HIZR, RERE (* ) 不 难 证 明 这 个 空间 是 or 可 加 
35, 


的 ， 

对 于 o EBZ RTAMRA F, Hausdorff”, L, 
W, Cohen $5 C, Goffman R, Sikorski, J& 者 指 
出 ,不 少 有 关 可 分 距离 空间 的 性 质 均 可 向 一 般 ou- 距 离 空 间 作 
推广 ， 且 往往 只 须 在 一 些 文字 上 作 适 当 修改 就 能 完全 套用 原来 
的 证 明 方法 。 但 也 有 例外 情况 ，[ 1 研究 了 一 些 所 谓 “ 牵 扯 到 
紧 性 及 完备 性 的 奇异 现象 ”问题 。 

另 一 方面 ， 由 于 泛 函 分 析 以 及 其 它 方面 的 需要 ,; 近来 对 于 
mi- 几乎 距离 空间 已 进行 了 不 少 研究 工作 5s-9 (这 实质 乃 是 具有 
势 加 一 致 基 的 一 致 空间 )， 

本 文 分 以 下 几 节 ， 

首先 ， 我 们 于 $ 1 研究 了 m- 几 乎 距离 空间 具有 @,- 可 加 性 
问题 ， 得 到 了 这 种 空间 具有 o DD PERO SORA DE, RE, 我 
(TF 8 2 研究 了 ou- 距离 空间 与 0,~ 几 乎 距离 空间 的 关系 。 得 到 
的 结果 是 ， 从 拓扑 观点 看 来 ，@,- 距 离 空 间 就 是 具有 -可 加 性 
的 ou- 几 乎 距离 空间 。 于 是 就 使 得 两 种 空间 拓扑 方面 的 研究 具 
有 了 一 定 的 联系 。 以 此 为 基础 ， 我 们 于 $ 3 解决 了 R。Sikors- 
Kin 遗留 下 来 的 @,~ 距 离 化 问题 ， 并 将 文献 [ 1 ] 这 方面 的 结果 
作为 本 文 定理 4 的 一 个 推论 包含 起 来 。 另 一 方面 ， 本 文 定 理 4 
是 Nagata-Cunpnos 一 般 距 离 化 定理 的 推广 。 除 此 以 外 ， 本 
节 还 得 到 了 其 它 的 一 些 o EBER. WE, 我们 于 本 文 4 
研究 了 o KE, o WIRES (EAL UIR N k È 
们 为 紧 性 ， 双 紧 性 ) 的 ovr 距 离 化 问题 ， 我 们 指出 ， 对 于 这 种 
特殊 的 空间 ，Sikorski 的 wo- 距离 化 条 件 ， 不 仅 是 充分 的 而 且 
是 必要 的 类 而 得 到 本 .MC,yYpacou 第 二 距离 化 定理 的 推 
y a 


noe 


86. 


$1. m- -几乎 距离 空间 


设 关 是 一 集合 ， 而 P= (0) R—HKEXTARX x X Lih dE 
ALEAR, HH E 为 序数 Eo (m) U ; EWEFA Hs 
D X3ixcXXx £«o(m) EH pxGe, x) 70; 
i) Ha, YEXR £co (m Bi P(X, Y= PY, 25 
iii) Hx, y, ZEXRE<o(m BA p(x, Y) p. 00,2) 
: +PZ, Y); 
iv) itx, yeXH £o im) BA pvc, y) 0x - y 
V) i£ ey, pu €P Ill max(ou,. Pr} € P. 
我 们 便 说 (X, P) E m-JUE FEE N, E RE o1 IX E 
m- 几 乎 距离 空间 ;对 这 种 空间 的 任意 子 集 政 按 下 列 方式 定义 
AK 


K- -I | E ais f 07, 


XB detis, FERB AELE, P, X) <d] 
的 一 切 子 集 是 一 拓扑 基底 ， 其 中 xe Xii d ER EAE RK, 
今后 ，m- 几 乎 距离 空间 总 是 赋 以 这 样 的 拓扑 。、 

首先 ; 不 难 证 明 下 列 定理 
RET. 设 发 是 oj- 可 加 拓扑 空间 ， 则 除非 4= 0X 是 
全 散 (diséretey 的 ， 其 央 扑 结构 未 能 作为 一 个 me 几 至 距离 空 ， 
间 〈 在 上 述 意义 下 〉 所 引出 的 拓扑 结构 ， 其 中 mco, 

E. ARER, DRX REAR Oo gimik A E, u 
5, BHI OBR P={0), £«o (n 引 出 而 m« 


w "m an) KRUH m otl des m 县 序 型 最 小 的 
BUPA. 


sr 


bn HR EXE, FEA 


{xo}= II EG pæ, x) = 0] 
0<E<a(m) : 


= II II [n pi, Xo) E 


fn (Gu) BITS, MATIX RAB, RETA. ANRE. 
证 。 

HFS BGS, HEEB UDO, BROAN, 
本 节 所 考虑 的 拓扑 空间 将 永远 认为 是 非 全 散 的 ， 而 不 再 作 任 何 
声明 ! : 

由 以 上 命题 可 见 ， 普 通 距离 概念 对 于 一 般 的 @i- 可 加 空 
间 已 失去 意义 ， 这 就 是 必须 引入 oj- 距离 空间 概念 的 一 个 原 
A. 

又 由 命题 1 可 网， 为 得 加- JUPE: A) CD d HO 是 
ao 可 加 的 ， 必 须 meo, (B 看 命题 工 后 的 声明 ) 。 一 个 自然 
提出 的 问题 是 使 得 oh JUPE STA E oj- 可 加 的 充 要 条 件 
是 什么 呢 ， 此 处 假定 MizPoxY ! 

下 边 就 来 解决 这 一 问题。 he ‘ 

EX ERS, PRX LN-RRENBE DV 的 
BBR, HEP RARABK dp WER, Mit MEP 而 
d 代表 下 有理数 ， 便 得 一 个 新 族 PY, Pe RP OT AB HEP 
的 补充 。 i Pod dde Gack tik, s 

XX 0] XR PWR. EGET QUE m 
ORE, mi PISO. WTR CP 及 任意 一 点 .XbEX， 
都 存在 元 素 p, C P x NBM U (Xo) 使 得 p, G0, X9 SPX; 
X)X T AEP 及 XEU (x) 恒 成 立 ， 我 们 便 说 P 是 -局 部 定 


向 的 。 

于 是 便 有 下 列 定 理 

定理 1 ，m- 几 乎 距离 空间 XX 是 oT MHA, fm 
=o, H P' Ror HREM. HW uo. 

证 。 AAE. BUG DEX EROR a- 列 ， 其 m Eco 
而 c<o,。 只 须 证 明 每 个 点 zuE IIo, 都 是 这 集 的 内 点 。 由 于 
对 每 个 开 集 G, <a, 都 有 正 有 理 数 d, 以 及 Pry EP 使 得 

E(x; prw(X, X) «dic Gi, 

W pst dol Pate € Pro. XAP Je oF 局 部 定向 族 , 故 存 
在 p3 € P* 及 xu 的 邻 域 U Gp) HE X CU Ge) K oto H 03 
(XX) S Pax, x). FR: 


UG) ELX; p3(, 2) «1JCU (xy) I! ELX; Pow t, 
x) «dic II Gr. 


mie, zi Io 的 内 点 
BE AP EPE PRO, Fitr BX (t3 
A, EXE o Hm; uid, HELL ABU Gc) 是 Xo 的 开 
SBIR: > $ i 
Uds Il £t x, pt (x, %)=0]= ' 
t ef EBP" 
-Il i E p Ce oct +. 
‘ eter “tt 
而 对 于 每 个 p? € P',x CU a) K ot € P! 将 有 py (x, 2) 2:0 
= ped, ARX, AMP HE oj- 局 部 定 疝 族 。， 
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定理 2。 兰 ,PP 的 意义 同 前 ， 则 闫 是 -可 加 的 空间 的 充 
要 条 件 是 ，m 宇 @, 而 且 对 于 PRRD <O, h F P R E 
意 点 x € X didg — A 5933 U Gr) ,使 得 当 XEU Cry) R PEP 
Hj p, x) = 0。 

证 ”充分 性 。 不 难看 出 卫 的 补充 P* 也 具有 题 设 中 PIO 
” 质 ， 因 而 是 ,osl- 局 部 定向 族 。 由 定理 1 即 得 充分 性 证 明 。 
必要 性 。 完 全 同 于 定理 1 相应 部 分 的 证 明 ， 故 从 略 。 


82. |ov 上 几乎 距离 空间 与 ov- 距离 空间 的 关系 


首先 有 下 列 命题 : 
命题 2。 对 于 o HERO XI HAE G 必 存在 着 一 
个 -离散 的 从 属 开 复 盖 G( 所 谓 集 族 G' 是 0 离散 的 ,是 指 可 
WG 表 为 G= 人 Go 其 中 每 个 G' ERRED. E BED 


0, 则 G' 还 可 要 求 其 为 由 开 闭 集 所 组 成 ， 

这 里 及 以 后 的 讨论 ， HRSR CREAM AI “拓扑 

空间 概论 ”09 。 

证 。 第 一 部 分 基本 同 于 /= 0 时 的 情况 。 首 先 将 族 G 中 的 
元 崇 按 “< 之” 编 成 良 序 。 并 对 UE GAU Ex, p(x, X 
-U)»al, RHP RXH oH, e 见 前 述 条 件 (* ) , F 
jp. X-Uu)D6&-6a. BHR ULZU,-Z(Vuiu; HV 
€G E VU), FENTRAU, VEGER PU, VD> 
Ez- Er SRA WIE e Revs eM, e >0 e" 0] H 
2e! Ker eua GB el, e" 的 存在 性 是 不 难 验 证 的 ) ， 再 取 下 
列 集合 

Ug = ELx; p(x, Up <e”), 
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Ug? = Elx; p(x, P(x, Up <e’], 

FEU RAE, Ur fe, Uc Ur. 如 p>>0,， 则 由 于 
外 是 正规 空间 中 及 文 [ 1 ] 定 理 《v) 存在 开 闭 集合 于 条 件 Us 
cü.cu*. 

按照 已 知 的 方法 9" 就 能 证 明 集 族 {U”}， o uoo BER 
集 族 { 床 }， 就 是 所 求 的 oj- 离散 的 从 属 复 盖 G' ， 此 处 Eco, 
UEG, . 

命题 3 。o,- 距 离 空 间 是 可 以 Jo] -几乎 距离 化 的 , 即 对 or- 
距离 空间 于 可 引入 势 lo 的 满足 8 1 A D—w) P= (0,3, 08 
由 后 者 决定 的 拓扑 与 原来 的 拓扑 一 致 。 

证 。 由 命题 2 知 ， 导 存在 一 组 ou- 拓 扑 基 (m- 基 的 定义 见 
[7]) ， 又 XX 是 正规 空间 趾 ， 于 是 由 [7 ] 定 理 1 即 得 命题 3 。 
下 边 是 命题 3 的 着， 是 本 文 后 面 一 系列 结果 的 关键 。 

命题 4。o,- 可 加 的 |o,| -几乎 距离 空间 天 必 是 可 以 ou- 距离 
化 的 。 即 于 XX 可 以 引入 一 0 距离， 且 由 此 决定 的 拓扑 结 构 与 
原 有 者 相同 . 
证 。 以 A 表示 所 有 由 实数 组 成 的 lo| - 列 之 集 ， 若 4a， b 
€A 
a= (dy, ay, very [m e»), 
b= (by nn, By), 
Hib E<o,, WEY 
atb= (atb, 5 aytb 0). 
XGEXUT ba, DHFR ELO, WHEE i a= be 及 as 
«bu, WHE KM A<b, 不 难 验证 A ENRE o, 的 序 群 ， 
为 了 看 出 这 一 点 只 须 取 sa= al, af, =, a 90 合 于 条 件 
4t 


0, nzfHB, 
t= 
^ ie n= it 


 SufgikX 4 oj- 可 加 的 lod -几乎 距离 空间 ,已 = {pt} 是 $1 
中 之 伪 距 离 函 数 族 。 若 4= 0， 则 P-(o.), FRX AB 


p(x, WD = Damill, pa, y} 
ren 


而 距离 化 (方法 是 熟知 的 ) ， 故 以 下 讨论 系 在 4 之 0 的 假定 下 
进行 。 现 在 定义 | 
pG, Y= Ge, Y), PX, Y), “> OS 9, 
e), 

FR pe, WEA, TX, p) WUE oj- 距离 空间 。 以 下 证 明 
这 个 ~ 距离 空间 的 拓扑 T 与 原 有 的 拓扑 T! -一致 。 这 只 须 运 
用 一 些 简单 的 集合 运算 就 行 了 。 

A) XT e€A, £20 REX, fh 

ECx; p(x, X) <E] 

恒 为 T! 开 集 , 这 可 由 下 式 立即 看 出 

Elx; p(a, x) <el= 2 II. Etx, pyr, xo = aJ. 


no, ocior 


*Epx, p,GQ, 2 <a,] 


=5 II IL 下 > PilX, XLo) d + 


0&rco, oxic so 


1] 2: E Pre, 24270 — 
A |.ECx; p, (x, x) <a, 


其 中 e= (dos. Gy, 7, Gey 7). 
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(OD xbtT3X3ka0, EXC X, TREAT 开 集 
E(x; p,(x, x) <a], 
其 中 a(<o) 任意 给 出 ， 但 于 下 述 讨论 中 固定 不 变 。 
为 证 明 CHD ， 首 先 取 非 负 实数 的 c- 列 ，Qao，…，Qe 9 
E<a 并 作 集 i 
A(ds, c, de +) p E[x; p(x, xy = a,]+ 
ELX; Pa, x) <a] 
RARD = (bP, BP, +, OP, 0, 0,2) RC?- (C, 
CP, =, CP, 0, 0, oO ERY Ec Hf bP = CP = ay THD” 


=a ~ 2, C= -1, FRARMIE 


A Go, oy 0 oe) = DEL, P(X, x) <b] 
Elz, p(x, x) >C], 

从 而 A (as，…，w，…) 是 开 集 ， 将 其 就 一 切 非 负 实 数 é< 
a RABE OD. 

由 命题 3 及 命题 4 可见 ， 下 列 定理 成 立 : 

定理 8 。 从 拓扑 观点 看 来 ,oi- 距 离 空间 与 oo 可 加 的 |o,] - 
几乎 距离 空间 完全 是 一 致 的 ， 换 言 之 ， 拓 扑 空间 是 or 可 距离 
化 的 充 要 条 件 是 : 它 是 |o,| -可 几乎 距离 化 的 o 可 加 拓扑 空 
lal, 

特别 ， 拓 扑 空间 oo- 可 距离 化 的 充 要 条 件 是 ， 它 在 普通 意 
义 下 是 可 距离 化 的 。 i 


8 3。aw/,- 距 离 化 定理 


现在 转 入 本 文 的 中 心 内 容 ， 即 解决 一 般 的 o S8 B 4G d] 
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题 ， 

定理 4 。 为 了 正则 的 o 六 可 加 拓扑 空间 下 是 oE 8$ 化 
的 ， 其 充 要 条 件 是 于 具有 ou- 拓 扑 基底 。 

定理 “必要 性 ”部 分 的 证 明 已 见 命题 3 。 以 下 给 出 定理 

“充分 性 ”部 分 的 证 明 。 为 此 ， 据 定理 3 以 及 S。Mrowka X 
[7 J 定理 1 ， 只 须 证明 在 题 设 条 件 下 党 是 正规 空间 就 行 了 (后 
省 本 身 即 是 文献 [ 1 J 定理 《Vij)) 的 改进 ) 。 

今 设 X FW 3EZ EAT B2 HR. HTX GEO 
正则 空间 ， 故 对 任意 x € FA E y € Fo, KEER RG G0 € 
Gin RAY EG, H LEG RYEG’Y), Baro» 。 
,= Gy) *F,=0 (其 中 G Baik lol -基底 ， 因 而 G= 


D Ge Ge 是 局 部 有 限 的 ) 。 
45 
Gi- >) æg G= ay, 
HOLZ Men 
POH LEK, YEP. Hl 


G;-Gi- 2) Gi, G= Gi- TG} 
Oster ossa 
G=>) Gy; av= > Ge, 
90e, [A 
于 是 使 有 
DG'2P, (HE GE) .实际 上 ,显然 是 2 G2 
Fo BERUF. 22i 0， 这 由 下 式 立即 推出 : 


44 


T- >) Gg = Lew. 


uw 
最 后 一 式 成 立 ， 由 于 @ HARARE. 
2) G (HEGO EFE. HAHI, IBA. 


3) G-G**=0, RRE, Wm, m<o, WAGGA" 
0, SHR, MMR m<m, WG? SG. 
G; GEG (a, - 2 | Gi) e. (Gi,- Gi) - 0 


Li 


H1), 2) 及 3) AX RIERA. 

推论 (R, Sikorski) , 设 半 是 正 风 的 可 加 折 外 空间 。 
HAAS jod IRIE, WX BE or 六 可 距离 化 的 。 

此 外 ， 著 名 的 Nagata-Cxpaoa 一 般 距 离 化 定理 实质 上 是 
EAH u= 0 时 的 特殊 情况 。 

下 面 的 定理 5 是 专 就 4 二 0 的 情况 而 设 : 

定理 5 。 设 />>0， 则 or- 可 加 拓扑 空间 居 oes 化 
的 充 要 条 件 ， 是 存在 由 开 闭 集 组 成 的 lol -拓扑 基底 。. 

必要 性 部 分 的 证 明 已 见 命题 2 〈 实 际 是 ， 由 此 命题 出 发 再 
作 些 已 知 的 推理 ) 。 至 于 充分 性 部 分 ， 只 须 注意 到 兴 ， 此 时 实 
际 是 正则 空间 ， 便 可 由 定理 4 推出， 

值得 注意 ， 定 理 5 还 可 给 出 一 不 借助 于 ypucos 引 理 的 证 
明 ( 定 理 4 的 证 明 借助 于 [73 的 定理 1 ,而 因此 引用 了 Y pucon 
引 理 ) 。 

另 一 应 该 指出 的 是 ， EFEM 定理 5 HH lo] - 底 ” 
HRR lod- 离散 基底 ”, 则 定理 照旧 成 立 ( 注 意 到 命题 2! ) 。 
于 是 我 们 也 将 Bing 的 距离 化 定理 推广 到 上 > 0 的 情况 。 

由 定理 5 可 作 几 点 推论 ， 它 于 [11] 紧 密 相 关 。 


Bibl, 50, 41—^ o5 DRTNERAX E o,- uf 
距离 化 的 充 要 条 件 ， 是 存在 一 系 非 负 实 值 连续 函数 族 己 = CP 
而 P.-(fD), Hep fi AX LEMAR, 5o, n 
25 (7 (多 是 仅 依赖 于 皇 而 定 的 序数 )》 ， 且 满足 下 列 条 件 : 

D X T4—6£-o,, (EUx, fie) >0]}, n<n(, 1— 
FX ii APR IK 

2) BREL fi@)>1]}, £o, n<n, &XtS — 
组 拓扑 基 。 

证 。 必 要 性 。 设 定理 5 中 由 开 闭 集 组 成 的 lol -基底 为 G， 


TRG-2) G. WERT Eco, 设想 将 Ge 中 元 素 良 序 化 


Ut, Ut, ^, Ul, e, neu FRE X. fS 
(2, 4 x€Uifif, 
H = 
feno s reun 
即 可 。 
充分 性 。 很 显然 {E[X fiO, <o, nÈ, Æ 
Xe) lol 基底 。 且 由 


E(x, fitz) >1]= >) Efx, ficos1«i]. 
nal 


可 见 该 基底 由 开 闲 集 组 成 ， 由 定理 5 即 得 证 。 

s 推论 2 。 为 了 or 可 加 拓扑 空间 改 是 oj- 可 距离 化 的 ,其 充 
要 条 件 是 ， 存 在 一 族 非 负 实 值 连续 函数 {fu} 使 {ECx， fu GO) 
0]} 形 成 四 的 lol -拓扑 基 。 

证 。 当 4>0 时 ， 必 要 性 部 分 及 充分 性 部 分 的 证 明 方法 均 
AFH 1s = 0 时 ,充分 性 的 证 明 则 完全 同 于 Nagata-Cu- 
upuce 的 定理 ， 故 也 从 略 ， 今 证 必要 性 ， 此 时 节 是 普通 距离 空 
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dB (严格 说 来 在 拓扑 不 变 的 意义 下 ， 可 以 将 如 看 作 距离 空间 )， 

设 其 距离 函数 为 p， 并 设 G 是 天 的 jo] -拓扑 基 。 对 于 UEG 令 
fu(x) = p(x; X—U), 则 {fo} 即 所 求 。 

推论 1 、2 mi ^ Jo, -HA “lol -离散 基 ”" 照 旧 成 


Lv 
S 


84.0,- X E Ko, UEM: 


下 列 定义 是 已 知 的 ， 但 为 了 读者 方便 ， 列 于 下 : 

定义 2 。 设 天 为 拓扑 空间 ,如 于 天 的 任意 势 lo 的 开 集 复 
盖 中 均 存 在 势 < de] HFAR, MAX Ro, Rig, BEX W 
任意 开 集 复 盖 中 均 存 在 势 < lol HT AR, MAX eos KH s 
若 于 用 的 任意 开 集 复 盖 中 均 存在 势 < lo] HTAR W HX 

O RRR. 

BX J& o,- ipa 则 此 处 的 < o HE 5 [1] 的 等 价 ， 
ci- 双 紧 性 的 定义 已 见 [i]([13 将 它们 简称 为 compact 与 bico- 
mpact) 。 ati 

RNRX 是 lo] -Lindelof ZB, AX 的 任意 开 集 复 盖 
中 存在 势 不 超过 lo ETE. 

命题 5. iX 是 a 可 如 的 lo Lindelot 3 IR, WRX RE 
则 的 ， 则 必 也 是 正规 的 。 

vo Xf tb. VI. Taponusenn'* #43, AER d 法 完 
全 是 已 知 的 ， BONA, wears D 

”定理 6 。 设 XX 是 OR or- 距离 空间 ， LS LE 
ov 基底， 从 而 是 or 双 紧 空间 。， o 

HES NX 2 lo] - 紧 的 ee —— lo 
WEREX UE Q2 的 触 点 [9]， 从 作者 文 [9] 即 知 关 : 具 有 势 


4. 


< lo,| 的 拓扑 基 ， 且 是 oo- 双 紧 的 。 

定理 7 。 为 了 一 个 Hausdorff, o,- iw o,- E iin dt 
ZAX Eo TEREI, HARR HEX RAB do] 的 拓 
Thx. 3 

证 。 必 要 性 。 由 定理 6 即 得 。 

充分 性 。 由 定理 4 之 推论 即 得 〈 完 全 套用 既 知 的 方法 

邯 可 证 明天 的 正则 性 ， 今 从 略 ) 。 

定理 7 是 ypacoa 第 二 距离 化 定理 的 推广 ， 


参 考 xR 


[1] Sikorski,R, Remarks on some topological spaces of 
high power, Fund. Math, 37(1950), 125—136. 
t2] TlaposHuenxo, M.H.O nekoTOpbIX CIeIHaJIbRBIX KJICCAX 
TOMONOrHYeCKHX mpocrpakCTB M Ós-ormepauun, MAH 
CCCP, 115(1957), 866—868. 
[3] Cohen, L.W.,Goffman, C.,a)A theory of transfinite 
I ` covergence, Trans, Amer. Math. Sóc., 66(1949), 65—74; 
b)The theory of ordered abelian groups, Trans.Amer.' 
.. Math.Soc., 67(1949), 310—819. 
[4] Hausdorff, F., Grundzuge der mengenlehre, Leipizig, 
1914, 
£51 Slowikowski, Wi, Elementary sequences in almost 
metric spaces, Bull, Acad.Polon.Sci., Classe. n,52 
(1957), 109—112. ` 
[6] Mrowka, S., On almost: metric spaces, apiece 
on.Sci., Classe lll, 5: 2(1957), 122—127. 
t7] Mrowka, S., Remark on locally finite systems, , Bull, 
Atad, polon, Sci, , 5: 2(1957), 129—134. 
[8] Gal, 1, S, , On a generalized notion of Campactness, 
, Kon. Ned, Akad, Wet, Proceedings, 60(1957), 412—435. 
[9] ERE: “一致 性 空间 的 一 个 定理 >， < 科学 记录 > ，2: 10(1958)， 
. 892-995, : | 


48 


[10] KH: 拓扑 空间 概论 ，， 科 学 出 版 社 ， 北 京 ，1958 Æ, 

[11] Mrowka, S. , Anecessary and sufficient condition for 
m-almost metrisability, Bull, Acad, Polon, Sci, , Clesse 
Ill, 5: 6 (1957) , 627—629. 


REMARKS ON w,-ADDITIVE 
SPACES (D 


Wang Shu-tang 
Abstract 


We first investigate, in the present paper, the rela- 
tionship of o;-metric spaces and m-almost metric spa-- 
ces, Based on this investigation the o,-metrisation prob- 
lem of R, Sikorski is solved, For the case 40, an o,- 
metrization theorem is also obtained, Hence, the well- 
known Nagata-Smirnov theorem and Urysohn second 
theorem on metrizability are generalized to higher car- 
dinals, i 
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REMARKS ON w,-ADDITIVE 


SPACES’ 
by 
Wang Shu-tang 


81. Preliminary: notions, According to Sikorski[9], the 
set X is called an c,-additive (!) space if there is defined 
(for every subset X)a closure operation X--X satisfying 
the following: axioms, 


L $3X,- >) Xpfor every a-sequence of sets 


ost<« cites 
(X), aco, 
II, X- X for every finite subset X, 
m, ¥ =X, l 
If y=0, the axiomatic system I-II coincides with 
the closure axiomatic system of Kuratowski, but for u>0 
it is stronger than that system, Similar spaces were also 
considered by Parovicenko[8], Cohen, Goffman [1],[2]， 
and others, A regular o,-additive space, for 4>0, must 


*First published in «Fundamenta Mathematicae>55:2(1964) , 
(1) c» denotes a regular initial ordinal number, 
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be 0-dimensional, 

Let A be an ordered group(1), and if there exists à 
decreasing positive o,-sequence (&), <o, and & EA, 
satisfying the condition that for every positive element e 
€ A there exists an ordinal <œ, such that e,<e. for 
every £—£, (§<a,),then we say that' A is of character 
On, 

Suppose X is a set and-with every given pair of po- 
ints p, qe X, there is associated an element. o(p, q) & 
A, where A is an ordered group of character 2» such that 

a) p(p, p =05 

b) ptp, Q =p(g, p)>0 for p*d; 

O plp, Q <plp, S *pt, O. 

Then p is called an ‘w,-metric on X and X is 
called an metric space, 

For an o,-metric space X, PN can introduce the 


natural topology by setting) X- Etp; e(p, X) -01,- 


E ! : ) 

a) Le, an ordered Set in which.with every a,. bea there 
is associated an element c € A called the sum ofá and 
b:c=a+b and such that; 1° a+ G+ey'= (a+b) +62" axed 
h«c, if and only if q<b,:3°-for every a, b C A there 
“exists an element c € A such that a+c=b, The symbol 
0 denotes the element satisfying a+0=4, An element ‘a 
is positive if-a>d!<see footnote!) of (91, pyi128). 

(2) The symbol Etp; 9 (p)] denotes the set of. points p 
which satisfies the condition p, i.e. the proposition p (p) 
is true 。 Poi 
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where X is an arbitrary subset of X and p (p;X) =6 
means that for every positive £C A there exists a pc X 
such that p(p, p’)<e, And, then,the sets E[p; pp, 
P) <el, where pE X is atbitrarily given and e is an 
arbitrary positive element of A, form a basis of the open 
sets of X, It can be proved that such spaces are o,-i 
tive, For this purpose it is only necessary to prove that 
the intersection of every: d-sequence(a«Co,yof open sets 


{G,} is open, Let p, be an arbitrary point of J] Go then 


for each G, there exists a positive element ee € A such 
that m<o,, and if p (p,p) Ceo then p € G, Let é, 
be an ordinal which is greater than every 7, and £, 9, 
then for.p(p;po.«eug we have p € JIG, whence p, 
is an intemor point of TI Gu this proves that JT G, is 

i EE a j i 
an Dot -set,, 

The co,-metric spaces were considered by Hausdorff 
[3], Cohen and Goffman[2], Sikorski[9], and others, 1 
As Sikorski ‘had’ pointed’ out inf 9], many 、 .topologica 
theorems about separable metric .spaces can be general ized 
to’ ‘the present’ case, but some singularities concerning com- 
pactness and. completeness may oceur, 

In the above, if. A is the set of- all, reat: numbers and, 
bis replated by 

bo PPD = p.p, 


then p is called a pseudo-metric on X , Let us call an 
almost-metric space each set X with a family- P= {p,} 
of pseudo-metrics and satisfying 

d)If for every p, € P p, (p, q - 0, then, p=q. 

Moreover, we can assume that, for P,the following 
statement holds; s 

e)For every p, Pa EP there exist p,€ P such 
that p, Gc, y) z2max(pu (E, Ws P(t, Ys 

If the power of P is equal to m, X is called an 
m--almost metric space, One can introduce the topology 
for X by setting 


X= [I Et»: ap, X)=01, 
PEP 


‘ 


where XC X ,i,e.the family of sets Etp;o, (p, p) <d], 
where p,C X, d>0, p,CP, is a basis for this to- 
pology. 

The m-almost-metric spaces were introduced and in- 
vestigated by Mrowka[5-7], in fact, such spaces are equiv- 
alent in the: sense of. uniform and topological structure 
to the Hausdorff uniform.spaces (for the terminology of 
Hausdorff uniform spaces, see[4], p. 180)with the basis 
of power m, i,e,a uniformity-.has a. basis of the jpower 
m if and only if it is generated by a family of pseudo- 
metrics of power m, x 

*- For brevity, in the:following sections, the topological 
space X is said to be a(U) »-space if its topology can be 
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derived from a uniformity with a basis of power m, 

where m is supposed to be the smallest possible; the topolo- 
gical space X is said to be o,-metrisable,if it is possible 
to define an @,-metric p such that the topology induced 
by p agrees with the original topology of X, By .the 

basis of X we always mean the open basis, 

In thé following two theorems, given by Mrowka, 
the original “X is an m-almost-metrisable space” is re- 
placed by “X isa (U)m-space” , 

THEOREM M,, A normal space X is a (U) 4-space 
if and only if it has an m-basis (i.e, this basis is for- 
med by the union of at most m locally finite systems), 

THEOREM M,, A completely regular space X is a 
(U) m-space if and only if there exist a basis {U}and a 
family {fu}of continuous functions such that 0<fu (p) 
<l; fu(p)=1 for p € U and the sets ELp; fu (p) >01 
can be divided into a family of locally finite (discrete) 
systems of power at most m, 

The present paper is divided into the following four 
paris; Int $2 necessary and sufficient conditions for a 
(U) ,-space o be c,-additive are obtained, 

In $8, we study the relationship between: (U) m+ 

| spaces and w,-metrisabje spaces, Tia 

In §4, some necessary and sufficient conditions for: 
an o,-additive space to pe c,-metrisable are obtained, 
The well-known Nagata-Smirnov metrisation theorem is 


$4 


contained in one of our theorems, Finally,some remarks 
on compactness and bicompactness are also made in §5, 

§2, The necessary and sufficient conditions for a (U) m 
-space to ve o,-additive, We now prove 

PROPOSITION 1, If X is an o,-additive space, 
then, unless X is discrete or p= 0 (while every topolo- 
gical space is w,-additive) ,its topology cannot be deri- 
ved from a uniformity with the basis of power< |o . 

. Proof, Let X be given as above, For our purpose 

it is only necessary to prove that its topology cannot be 
derived by a family of pseudometrics (in the sense of § 1) 
of power< |o, „Suppose it is not the case, i,e, its topo- 
logy can be derived by a family of pseudo-metrics P= (p,) 
of power< |o,| „Let p, be an arbitrarily given point of X, 
Then, if u>0, by 


Etp, eppò =01= IIE|p，p Gs po c1], 


we know thai the set Et, P: (P, Po) = 0]is open, and 
by 
TIL Etp; P:P, pò =0]= {po} 


PREP 
we know that the set {po} isopen, and hence, if u>0, 
X must be discrete, which contradicts the hypothesis ‘of 
our proposition, 


Thus, a (U)»-space is w,-additive (for u>0) only 
$$ 


when m> lo, (D, It is natural to ask under what condi- 
tions the (U)m-space X would be o,~additive, where mz: 
lel. & 

Since every topological space (and hence every uni- 
form space)is o,-additive, in the rest of this section p> 
0 is assumed, 

Let X be a set and P= {p,} a family of pseudo- 
metrics on X, Including in P the functions dp, max 
{Pas 7, Pey (where dis an arbitrary positive rational 
number, n a natural number and p,,, PEP) we get 
a new family P*, which is called the completion of P; 
for P' we have a), b’), c), d), e), and the following, 

f) For every positive rational d and p,CP', dp,€ 
P 

DEFINITION 1, Let X, P be given as above; If, 
for every subfamilyP’ CP, P’ «m and every point p,€ 
X, there exist p, EP ‘and a neighbourhood V(p,)of p, 
such that p,(p,q) >p,(p,q) holds for p,CP^ and p, q 
EV (Po), then we say that P is an m-locally direct fa- 
mily. ` : 

THEOREM 1, For a (U)m-space X to be w,-addi- 
tive (where u>0), it is necessary and sufficient that 
mzo,.and its topology can be derived from a unifor- 
mity which is generated by a family of pseudo-metrics 


(1) Throughout the rest of the paper, topological 
spaces always mean nondiscrete topological spaces, 
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P= (p) such that the completion P* is an |o) -locally 
direct family. 

Proof, Sufficiency, Let {G,},é<a (a<o,) be an a- 
sequence of open sets, P, an arbitrary point of II. 


. Then there exist a positive number dày e) one can as- 
sume d= 1) and a subfamily {Pn} c P'spch that 
ECP; o, (P, po «11CQ for 0<é<a, 

By the |o, -locally directness of P*, there exist p,€ 


P* and a neighbourhood V(p, such that p,2g, (0<é 
<a) holds in V(p,), Then : 


Vp) *ElpsP,(p, po) «A]cV (po. Il ECP: p (0, Po<1] 
«ica 


Vip)? IJ Gc II Ge 


(«ica Ona 


this proves that p, is an interior point of [[G,, whence 
LI 
IIG; is an open set, 
LI 


Necessity, Let the uniformity of the (U)m-space X 
be generated by a family P of pseudo-metrics, P* is 
the completion of P, For an arbitrarily given P’ c P*and 
if P’ < |o], let p, be an arbitrary point of X, Then the 
set ` i 


Vip) = TL Et; P, P,P) = 01= 
PREP . 


-II Ep: pr Ps Po) < 1 


n= PREP 
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is an open set containing p,, i.e. V (pj) is a neighbour 
hood of p, satisfying the condition that for every pair p, 
q€V(p) and every p,EP* we have p,(p, Q) >P, (P, 
q) = ©. Therefore P* is an |o, -locally direct family, 

DEFINITION 2, Let X, P be given as in def 1; if 
for every subfamily P’ CP with P/ «m and every point 
po€ X, there exists a neighbourhood V(p,) of p, such 
that p, (p, 9) =0 for p, CP' and p, q€V (p), then we 
say that P is an m-locally zero family, 

A more convenient test to see if a(U)m-space X is 
@,-additive is the following 

THEOREM 2, For a (U)m-space X to be o,-addi- 
ive, it is necessary and sufficient that m> |o, and its 
topology can be derived from a uniformity which is 
generated by: qn |o, -locally zero family of pseudo-met- 
rics, i 

Proof, Sufficiency, We observe that the completion 
P* is also an |o] -locally zero family,the sufficient part is 
a corollary of Theorem 1, 

Necessity, The proof is completely the same as the 
proof of the necessary part of Theorem 1, 

$8. The relationship between c,-metrisable spaces and 
(U) m-spaces, We now prove 

PROPOSITION2.IfX is an o,-metrisable space and B 
is an open covering of X then there exists an |o,| discrete 
refinement B' of B (i, e, B' is the union of |w,| families of 
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discrete open sets, B’is a covering of X and for every 
U € B'there is a V € B such that UCV), Moreover, 
for u>0 we can require that B’ be formed by sets both 
open and closed, 

Proof, The first part is essentially the same as in the 
case of 4= 0, Order the elements of B by the relation 
<. For each UCB let” U,- ELp; e(p, X—U)>e,]; 
then, p(U:s, X—U,)0»&-—6&.,. We put U’,= U,—X 
(Vi. VEB and V<U}; since one of the relations U < 
V and V<U must hold, therefore if U, V are distinct 
elements of B, we have p(U/,, V’,)>e—e:.;, Choose 
two elements e”<e’ of A such that 2e/ = &' +e’ e -err 

(to verify this possibility is easy), and define 
U1- Ktp; ec, Uo <e], 
Vi- ELp; eq, Vo <e’], 
U:*= Elp; et, Up <e’, 
v= Elp; pp, Vo <e’’], 

Then U? (and V?) is open and U;*(V ? *)is closed, 
U;"*cU;, If n0, then there exists an open-closed set 
[91U such that Ufc U,cU:*,In the following we prove 
that the family (Ut) (or(Uj), if i0) where £<o, and 
UEB, is required, 


G) The meaning of A and echas been given in $1, 
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Firstly, the seis Ut(or U,, if u>0) for fixed £ are 
discrete, To prove this let UV, U, VEB and pEUr， 
qdEV be arbitrarily given; then we have p (p, UD <e’ 
and p(q, Vp <e’. From p(U;, Vi) <e,-&4, it follows 
that p(p, g) > (es -et ~ 2e’ 70, ie. p*q. Therefore 
U?;:-Vz=¢, Secondly, let pC X be an arbitrary point 
and let U be the first member of B to which p belongs, 
Then surely p 《EU ”for some £,that is p € Ui(for p> 
0,p€ T» . Finally, it is evident that Ufc U (and U,CU 


for u>0), Hence the family {Us}, or (Un if p>0, is 
the required family, 

THEOREM 3, Every o,-metrisable space X is a 
(U) o,-space, 

Proof, By proposition 2, Theorem 3 follows from 
Theorem M, immediately, (By theorem (vii) of [9], X 
is a normal space) 。 

It will be observed that Theorem 3 can be proved in 
a direct way, 

THEOREM 4, Every o,-additive (U)o,-space is o,- 
metrisable., 

Proof, Let X be an @,-additive (U) o,-space, Then 
its topology can be derived from a family P= {p,} of 
pseudo-metrics of power @,, 

If u-0, then P= {p,}, Put 
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plp, o = >> ming, e.(,9) 


$a 2" 


then p is a metric on X, whence X is o,-metrisable, 
We now prove the case of u>0 as follows, Let A be the 
set of all o,-sequences of real numbers, For every pair 
of elements a, b € A, where 


A= {Ay Gy, cn, Ay n), 

b= {bo, Di, =, be, s), 
£«o,, if there exists £,o, such that a,- b, for <£, 
but a,« b, then we say that a is smaller than b, a<b, 
The, sum and the difference are defined by a b - (a,-t b, 
ey db, e). 

It is not difficult to verify that A is an ordered 
group of character c, : to see this we only take ee= (at, a, 
77,05), where aj- 0 for n<é and ai- 1 for n>&(n<o,), 

If P= (p), <o, we put 

PO, Q) ={P PQ, c, PPD, hs 
X is now an o,-metric space,and we have to prove that 
its topology T^ agrees with the original topology T', For 
brevity, by T'(or T?)—open, we always mean a set 
which is open with respect to the topology Ti(or T^), the 
same applies to “T! (or T?)—closed" , 

(D The set Elp;p(p,p,.) <e] is T'—open for e € A, 
where p,C X is arbitrarily given, 

In fact, if e- (a,, a, ++, a; --)then (D follows 
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from the equations Krp; p(p.p.)<el= >) II Etrie: 


OSIO SSN 
(P, Pò) = ad* Eta: eq. Po) «24, 
and 


ELp; PP, po) = ad 


A HE， ep. p9 >a - 1]-E[ pio v po «2 1]- 


(ID The sets ELp; p(p,p,)<a,] are T?-open, where 
p.€ X, a, is a positive real number z«o, and p,€ P, 


From 


Etp; pp, pò «ad- >) [II Elps e», pò = ai: Ec; 


(appen ONE<A 
je (p, Po) <q] 
t is evident that (ID follows from 
dl’) For every n<o, and an arbitrary n-sequence 


(ag), é<n, the sets 
(4).= TIE oio (p, pò = a0: Else. (P, P) < ay] 
osn 


and 
(4)',= T] E Cp; P:P, 02 =a]. ELp; PaP, p) 724 


[12s] 
are both T?-open and T'-closed sets, 
We prove it by the following two steps; 


(a) The sets Etpe, (p, p) <a,Jand ECpip (p, p) 
>a] are both T?-open-closed sets, 


In fact, let 2 = fa- i Go, ap ocn } where 
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£-o,, and a, --, @, are fixed as n varies, then 
ELp: P. (p, p) <a] = DELP: P (p) <e 71, 
amg 


which implies the T'-openness of the set E (p; o.(p, p) 


<a]. (Similarly,the T?-openness of ELp; p,(p, p) 74,1 
can be proved,)To prove that they are T’-closed it suf- 


fices to take the complements, for example 


Et»; e, p) <al=X - [LE 


[ps ep, Po) > a,— 1]. 


(b) By the principle of transfinite induction, assume 
that (Il')holds for all ordinals <a, to prove the case of 
a(a<a,), 

(i) If a is an isolated ordinal, let e '? = {a,'"}, where 


<o, and a," =a, for £a and a, ™ = da- i then 


Etp; e(, pò <e "5 
=>) [I Etpe (p, po = as 71: Elpsp,(p, pò) <a, ?3. 


ancor ocen 
Subtracting from the above set the following T*- 
closed set (hypothesis of (b)) 


> IL Et: p:(p,p) =a, "1: ELp; P:P, p) «a, "1 


0«n«a 0<5<n 


one obtains the following T*-open set; 


> IL Et: p:(p,p) = a; 1+ ELp; e, pò <a]; 


a«ncou 0<6>9 
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its union with respect to n, d., =, dj ““(E<o,), is 
the T?-open set (4),, In a similar way one can prove 
that (4), is T"-open, 

. By taking the complements we can prove that the 
sets (4), and (4), are T?-closed, e.g. from 


II Ete; e:p, py =a; Elp; pp, p) >a] 


Osta 


-H I Ef?: wo, »2a-1) 


nol occ 
“El»; Pip, p) <as+t 1]E[» P (Ps D) > Ay -1] 


and ] 
X - (4).= > EU, op, p) >a] 


[M 


+>) Elp; pp, p) «ad * [| Ecps e, pò = ai]。 


osca osca 
“ELp; po(p,p.) >0.], 
one can prove that (4), is T’-closed, 
Gi If a is a limit ordinal, then from the following 


equation 


[I Et»; P:P. p) = ad* Etp e, p» <a, = 


osi «n 


= [I II Eip; ec po =a,1- 


neg 0«b«n 
2217 PD, Po) <a,+4 7 


and by the hypothesis of (b), we know that, for each 
n<a, the set 
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IL Etc»; eG. pò =a; ELp; Pp, Pò <a] 


ost<n 
is a T?-open set, By intersecting the above sets with res- 
pect to n<a we obtain the following T'-open set; 


IL Et»; ec», Pò = ca。 


[n 


The interseetion of the above set with the T*-open 
set Elp; o(p, p) <eJwhere eassumes the same mea- 
ning as in(D, is the following T?-open set; 


> ILE»; e. p) =a? ECpio (5, p) <a; 


axXncoa OSEN * 
by making a union of the above sets with respect to m, 
Qarı, "+, the T?-open set (4), is obtained, In a similar 
way one can prove that (4)’, is T^-open, 

The proof that (4), and (4)’, are T*-closed sets is 
completely the same asin case (i), whence it is omitted 
here, 

From Theorems 3 and 4 we have 

THEOREM 5, o,-metrisable spaces and o,-additive 

(U) io, spaces arc identical, in particular ,-metrisable 
spaces and ordinary metrisable spaces are identical, 
$4. o,-metrisation theorems('), We prove 

THEOREM 6.For a regular o,-additive spaceto be 
o,-metrisable, it is necessary and sufficient that there 

(1) Let us observe that in our metrisation theorems 


the notion of ordered algebraic field (see [9], p. 129) W, is 
not used, 
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exist an |o,| -basis, 
Let us recall that the family B of open sets is called 
an |o,| -basis of the topological space if B is a basis and 


X can be written as B= >)B., where B, are locally fi- 


Saco, 


nite systems of open sets, 

Proof of Theorem 6,As the necessary part has been 
contained in the proof of proposition 2,we need to prove 
the sufficient part only, 

From Theorems 5 and M,,we need only to prove that 
X is a normal space (this is an improvement of theorem 

(vii) of [9]) 。 

In fact, let F, and F, be disjointed closed sets; since 
X is regular, for every pair of points p€F,,qCF, there 
exist neighbourhoods Up€ B, and U,€ B,«)such that 


U,.F,-0andU,.F,-0, Let U?- >) Un and U?- 


Rien 


BD) UpEF, and géF,);then US = >) U, and U,? = 


S(O an saan 


nS ^ 
= >) U, since B, is a locally finite family, 


goan 


Put 
U;-Up- UP, Ut -UP - 5j UP, 


act ne 


U- Ug, Uv- PUN. 


[Dm [I 


The sets U*and U** are disjointed open sets contain- 


ing F, and F, respectively, Thus X is normal, Therefore, 
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theorem 6 is proved, 

COROLLARY i (R, Sikorski [9]), If X is an o,- 
additive normal space with a basis of power lo , then 
X is o,-metrisable, 

COROLLARY 2 (Nagata-Smirnov), For a regular 
space to be metrisable, it is necessary and sufficient 
that there exist an |, -basis, 

THEOREM 7, For u70, for an o,-additive space to 
be o,-metrisable it is necessary and sufficient that there 
exist an |o,| -basis consisting of sets both open and cl- 
osed, 

Proof, Necessity, It is contained in the proof of 
proposition 2, 

Sufficiency ¢),Let B be an |o,| -basis of X and let 
B =J, B,where B,are locally finite (discrete) systems 


0«t«on 
consisting of open-closed sets (Proposition 2), For U € B, 
define 
f= f for peu, 
0 for peu, 
The family P= {MaX (Pu, ++, Pex) } of functions, 


Pu. D= Dd) | fu@p)-fu@l, 


UEB; 
makes X as lo -almost metric space its topology is the 
same as the original, In fact, the ps are continuous fun- 


(1) The proof given here is not based on Theorem M,, 
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ctions by the local finiteness of B,, Conversely, for an 
arbitrarily given open set G and p,€G, one can find U 
€ B, (for some £) such that p,CUCG, whence p;(p,,X 


~U)>1 and therfore Elp; P:P, p) <1]CUCG, Thus, 
X is an c,-additive (U) ,,,,-space,and theorem 7 follows 
from Th, 4 (or Th, 5) immediately, 

From theorem 7 we can derive some results which 
are closely related to Theorem M,, 
COROLLARY 1, For u>0, for an o,-additive space X 
to be o,-metrisable it is necessary and sufficient that 
there exist a collection of families of continuous func- 
tions P= (P) and P,= {fi}, where £—o,, such that the 
families of sets Elp; fi(p)>0] for fixed & are locally 


finite (discrete) systems, and the family of setsECp; 
fi(p)>1] (where <a, and f$EP,) is a basis of X. 


Proof, Necessity, It suffices to put in theorem 7 


2 for pcU, 
0:-for CU for every U € B,, £—o,, 


Sufficiency, The families of sets Efp; fi(p)>1], 


fu(p)={ 
for fixed £, are locally finite systems, consisting of sets 
both open and closed; 


= 1 
Elp; fi) >= Xe fori 4). 


COROLLARY 2,For an o,-additive space to be œ,- 
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metrisable, it is necessary and sufficient that there is 
a family of functions {fu} which are continuous 
and 0<fu(p)<1 and that the family of sefs Erp; 
fu(p)>0] form an lo, -basis of X. 

proof, Sufficiency, Completely the same as the proof 
of the sufficient part of theorem 7, 

Necessity, The case 4-0 is contained in theorem 7, 
Let 5-0, and let B be an lo, -basis of X, B= SB, 

n= 

where B, are locally finite (discrete)systems. For UEB 
we put 


fu(p)=p(p; X-U), 


where p is the metric function of X. Then {fu}fulfils 
the requirement of Cor, 2, 
$5. Compactness and bicompactness, The terminology 
of compactness and bicompactness has been given by Si- 
korski [9], We say that the topological space X has the 
lo, -Lindelof property,if from every covering of X one 
can select a subcovering of power< lo, . 
PROPOSITION 3, If X is a regular o,-additive sp- 
ace which has the | o, |-Lindelof property,then X is no- 
rmal, 
Proof, It is completely the same as in the case of u = 
0, which is classical and well known [4], p. 113), and 
whence omitted, 
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The above proposition was given by Parovicenko 
in [8]. 

THEOREM 8, If X is an o,-metric space and is 
compact (in the sense of [9]), then X has a basis of 
powers |o,| ,whence is bicompact (in the sense of (9D. 

Proof, By Th, 3, X isa (U),,,-space,Since X is 
compact,every subset X of powerz |o, has in X a cont- 
act point of order>2 (p, being a contact point of X 
of order >2 means that for every neighbourhood V (p, of 
p, the set X*V (p) contains at least two points of X,[10]), 
then from Theorem of [10],X has a basis of power< 

lo. Then Th, 8 follows from Lemma 2 of [10 
immediately, 


Recalling Cor, 1 of Th, 6, we have the following 
THEOREM 9,For a Hausdorff w,-additive compact 


(in the sense of [9]) space to be o,-metrisable, it 
is necessary and sufficient that it have a basis of power 
< lod. 

Proof, Sufficiency, Follows from Th,6 immediately, 

Necessity, Follows from Th, 8 immediately, 

The case 4 - 0 of this theorem is the well-know se- 
cond metrisation theorem of P, Urysohn, 

The author cordially thanks for the criticism and cor- 


rections made the reviewier, 
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we 可 加 拓扑 空间 (IT) 
一 连续 映像 初 论 * 


IR Žž 
摘 要 


本 文 接续 文 [6]。 文 中 主要 定义 了 
超 限 函数 列 的 极限 概念 ， 研 究 推广 了 
Arzela-Ascoli 定理 等 。 


兰 学 者 有 .Sikorski 于 1950 年 引入 一 种 特殊 的 拓扑 答 
I, gE wx 可 加 的 空间 ?， 并 在 布尔 代数 理论 中 得 到 了 应 
FAs MURA. Ilaposuwenuko 于 1957 年 重新 提出 同样 的 空间 
Ba”; 美国 的 工 .Gillman 5 M. Henriksen 在 研究 连续 函数 
环 的 理论 时 也 已 感到 这 种 空间 的 需要 [9。 实 际 从 历史 上 ， 这 种 
空间 的 考虑 可 源 朔 到 F. Hausdorff (1914) '? 55 L.Cohen, C., 
Goffman (1949)59 等 人 。 与 上 述 概念 相 联 系 ，[1]、[4]、[5] 
考 者 了 距离 空间 的 推广 并 提出 了 @,- 距 离 空 间 的 概念 , 拙 文 [6] 
”本 文 作 于 1963 年 ， 未 发 表 . 
(D o, 恒 表 示 规 则 的 初始 序数 。 
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较 详细 地 研究 过 这 种 空间 ， 并 且 解 决 了 Sikorski 遗留 下 来 的 
au- 距 离 化 问题 ， 从 而 推广 了 著名 的 Nagata-Cxrpop €M. 

本 文 是 [11]、[6] 的 继续 ， 目 的 在 于 研究 关于 这 种 空间 的 连 
续 映 象 问题 。 至 于 用 到 的 名 词 定义 等 ， 除了. 上述 二 文 以 外 还 要 
BEARER “WIZARA” p. 

AXES. 1. WAH oF lal XX 向 拓扑 
空间 Y 的 连续 映 象 。 于 此 得 到 W.Sierpinski € 3n 5k HE 
理 中 的 有 趣 补 充 和 加 强 。 其 次 ,利用 抽 文 [8] 的 结果 将 Sikorski 
关于 致密 oo- 距离 空间 的 定义 加 以 变形 ， 因而 得 到 古典 “一 致 
连续 性 定理 ”的 推广 。 下 。 研 究 (由 wx 可 加 空间 广 向 正则 空 
闻 Y 的 ) 连续 映 象 的 a- 列 。 首 先 定义 这 种 序列 的 极限 ， 然 后 
讨论 极限 的 连续 性 ， 定 义 方式 是 自然 的 。 这 种 研究 补充 了 Gil- 
Iman 与 Henriksen 的 工作 [3]， 取 得 较为 满意 的 结果 。 本 文 最 
后 一 部 分 ， 则 是 Arzela-Ascoli 经 典 定理 的 推广 。 

作者 感谢 杨 永 芳 教授 的 鼓励 与 帮助 。 
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设 民 是 任 一 拓扑 空间 ，X ER 而 {Vs} 是 x 的 一 族 邻 域 ， 如 
果 它 们 的 交 IV:= {x} 时 ， 即 称 {V:} 是 已 在 处 的 一 个 伪 基 。 
对 于 每 个 伪 基 都 对 应 着 一 个 势 [VZj =u, KAR u 的 最 小 者 
prO RH RHE x 处 的 伪 特 征 数 。 (以 上 定义 可 于 [7] pE 
到 ) 。 

定理 1. 设 和 是 -可 加 空间 而 Y 是 一 般 拓扑 空间 , 但 对 
YEY BA yry Co, Xit f éd X AY 的 连续 映 象 、 此 时 
对 每 点 LEX 都 存在 一 个 邻 域 V， 使 得 当 X,，X/EVi 时 
fo) = 了 (x’), 其 中 p>>0。 
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dE. He y=f@), WF $y (yo) Co, Y RdEÉ— PRE 
{Wyo}, RB<o,, 不 失 一 般 性 ， 可 以 认为 所 有 Wy 都 是 开 
E FES Wd 也 是 开 集 设 为 Vi,。， 于 是 Va RIIV, BR 
点 Ze OBR, Hx, x EV 时 于 (Xx) = 了 (X )。 于 是 定理 得 
证 。 

在 特殊 场合 ， 定 理 1 及 其 逆 曾 为 Gillman 5 Henriksen 得 
到 〈[3]， 定 理 4.2) 。 

定理 2. X. Y OREM. WRX 是 连通 的 , 则 每 个 
由 义 向 了 内 的 连续 映 象 于 都 是 平凡 映 象 ， 即 对 a,bEX 便 有 
f(a) -fO)m3i.Xmu»o. 

证 。 接 续 定理 1, 对 每 个 点 XEX 曾 求 得 一 邻 域 V: 使 1 限 
制 在 Vs 时 成 为 平凡 映 象 . 今 设 4a,bEX MERCIA, HFX 
HEME, MOBERERU— AK GEPE (73, 54 页 定理 2) 得 知 存在 
一 有 限 点 列 Xi = 0, Xr, Enb HE MEX BA Va e Vt 
¥oU<i<n-D, OF VreVai., AER Hat. FR: 由 
Xis XP CVe, R Van 的 定义 得 了 (ci) =f; XdBx; xi 
EV, ARV WÈL ffa, …。 因 此 fan = 
f ADE = 了 (X61) ,更 由 XiEVz, 及 Xea EV a, EA f (ey) 
= 了 (xn) 此 即 f(a) - f(. FEZA 2 得 证 。 

定理 3. 和 及 了 的 假定 同 于 定理 1， 欲 使 由 六 向 了 的 非 
平凡 连续 映 象 存在 ， 其 充 要 条 件 是 为 非 连通 的 。 

证 。 必 要 性 部 分 见于 定理 2. F 

EDE. UX=X,+X,, HHX, X, 是 非 空 闭 集 而 且 
Xie X=. ERZA Ys WEY, WP RRR 


《1) EXP X, Y 为 单 点 集 的 场合 是 除外 的 。 
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o 4xXEXYy | 
fo = rcx, TEMRE. 

注 。 判 断 拓扑 空间 连通 性 的 Sierpinski 定理 是 : 拓扑 空间 
入 为 连通 的 充 要 条 件 是 其 具有 达尔 布 性 质 , 即 是 每 个 定义 于 X 
的 连续 函数 了 及 任意 二 点 a,b E X, fo) F XEBER a, 
fO) 间 的 一 切 值 . 美玲 定理 则 是 ;为 了 拓扑 空间 和 是 连通 的 ， 
必须 且 只 须 下 边 条 件 成 立 ， 对 于 定义 于 入 上 的 连续 函数 及 [E 
意 正 数 e， 取 X 中 任意 二 点 4 与 b， 则 一 定 存在 入 中 的 有 限 
个 点 Xi= Ay Xas y n= HE | FH) -f æD] «e asis 
n-D. 

但 由 定理 3， 当 0 时 上 述 二 定理 将 有 下 列 的 加 强 。 

定理 3' . 设 上 0， 和 是 oo 可 加 的 空间 。 WX 成 为 连通 
空间 的 充 要 条 件 是 ， 每 个 定义 于 X 的 连续 函数 f(x) 都 必 恒 等 
于 一 常数 ; f(x) =C. 

现在 我 们 来 研究 由 -距离 空间 及 向 0,- 距 离 空 间 Y 的 
连续 映 象 。 

Sikorski 曾 提出 致知 @,~ 距 离 空间 的 概念 ， 为 了 便于 读者 
的 阅读 兹 将 其 录 记 于 下 ， 

定义 1。ow- 距 离 空间 X 称 作 致密 的 ， 是 指 ， 和 内 任何 
yu- 点 列 {pyj 中 必 包 含 收敛 于 X rh X p 的 子 列 {pr, } ,其 中 与 
7«O9,. 

XX xU. 设 X SISA ESX 及 XE X, mR 的 每 
个 邻 域 Vz 与 瑟 的 交集 的 势 可 -。 瑟 >m 时 ， 即 称 X RE WH 
>m 的 触 点 。 

命题 。ov- 距 离 空 间 是 致密 的 充 要 条 HE: Blo, 集 
ESX F X HAR>2 的 触 点 。 
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证 。 条 件 的 必要 性 是 显然 的 。 以 下 证 明 充 分 性 ， 证 明之 前 
EÈ, Ax EE BRS 的 触 点 ， 则 和 也 是 五 的 A>, 的 触 
SRPIEX 的 Oo 点 列 ， 现 在 证 明 它 必 会 一 收敛 子 列 
{Dy }, 其 中 外， mo, AKITA WAAR: 
D 若 {pe} 中 不 同 元 素 的 势 ( 或 说 个 数 ) 20, M 据 题 设 
及 上 边 注 意 即 知 X UER- R>o, 的 触 点 PEX， 因 此 于 
{Pi} 中 能 选 出 收敛 于 点 p 的 子 列 来 《方式 是 习 知 的 ) 。 
2) 若 {pe} 中 不 同 元 素 的 势 <@,， 我们 证 明 必 有 子 列 {Pr } 
使 pw = … = Py =" =P» FEP, ] 便 是 所 求 的 。 
实际 上 ， 车 其 不 然 ， 即 对 于 每 个 pe 都 存在 序数 as (a 过 
O), 4n>a, WA PAP. RIBE ws 是 满足 这 些 条 件 之 
最 小 者 ， 并 设 &= sup{as} (由 于 ae<ov 且 这 些 w 的 个 数 << 
O) 则 a-Co,, RKK, MA £o, HHA pet p, 于 是 得 
到 不 合理 的 结果 pp. HIS Aer MN Y. 
以 下 将 定义 1 作 一 些 变形 ， 得 到 ;. 
定理 4。 对 于 -距离 空间 队 ， 下 列 命题 (i) 一 (iv) 等 价 (其 
"T u>0); 
O X 是 致密 的 ， _ 
Gb KECXMAESo,, WE TXA R>o0, W fh 
Ln 
Gi) RECX AESo,, WEF X AAS? WHA; 
G X 的 任意 开 复 盖 中 含有 势 <w@, 子 复 盖 。 
”证 。 前 三 条 性 质 的 等 价 性 已 见于 以 前 命题 ， 因 此 只 须 证 明 
dd > üv)  GiD 就 行 了 。 
GD- Qv), EBS X ER co, 一 致 基 的 一 致 空 间 , 此 
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即 [6] 之 定理 6。 

(iv) ~ (这 。 方 法 是 习 知 的 ， 见 文 L[8] 引 理 1。 

对 于 由 wo 距离 空间 X 向 ou- 距离 空间 Y 的 映 象 我 们 要 
引进 一 致 连续 性 的 概念 。 

定义 8. EXRVY &jo,- 及 -距离 空间 ,定义 距离 
FRM SB ARB; 了 是 由 六 向 了 的 映 象 且 满足 条 件 : 
对 于 e€B 当 e>0 时 但 存在 6€ 及 ，6>>0: 只 要 px (X,X')<<6 
的 话 便 有 py (f(x), f (0) e Git x,x' € X, px, py 分 别 
表示 X, Y 的 距离 函数 ) 。 我 们 便 说 了 是 由 X 向 Y 的 一 致 连 
续 映 象 。 

于 是 利用 定理 4 便 可 将 古典 的 “一 致 连续 性 定理 ” 作 如 下 
的 推广 ， 

定理 5。 每 个 由 致密 ou 距离 空间 X 向 ou 距离 空 间 Y 的 
连续 映 象 f 都 是 一 致 连续 的 。 

有 了 定理 4 以 后 ， 证 明 的 步骤 便 完 全 是 已 知 的 (例如 见 
[9], 92 页 之 定理 5) ， 故 从 略 。 


现在 我 们 来 考虑 由 拓扑 空间 X 向 拓扑 空间 Y 的 连续 映 象 
a-f), HP aco, ifi £ca, 

EX4, SEC GO ] 向 f GO 收敛 是 指 ， 对 f GO 的 任意 
418 V 都 存在 序数 0<a， 使 当 E>n i fix) EV. 

当 取 a= ou 时 ， 这 就 是 普通 函数 列 的 收敛 。 又 设 a 是 孤立 
序数 时 ， 则 fei 就 是 {天 ] 的 极限 映 象 。 

首先 证 明 

定理 6. 设 了 是 -可 加 空间 而 了 是 豪 斯 道夫 正则 空间 ， 
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Hh u»0, kJ X AY Wee o-5l, HARRS 
HE, Taco, 时 了 于 必 是 连续 映 象 。 

证 。 只 须 证 明 对 任意 x € X RES V 2f 00 恒 存 在 % 的 
WRU KBSOCVRAT. HTY 是 正则 空间 故 存 在 开 
4 V'CY 使 得 对 于 充分 大 的 5，fi(X) EV'SV V. BK, 
对 于 每 个 所， 由 于 它 是 连续 映 象 ， 故 存在 着 开 集 Us 使 


xEU, H fU)SV’, 于 是 U= Hi U, E XE x FF 46 3X (fü 


Eco 
ftc [I fU»cV'cv, 于 是 定理 得 证 . 


有 趣 的 是 ， 在 一 定 条 件 下 定理 6 ARZ 

定理 7。 设 义 是 0 维 拓扑 空间 ，Y 是 Hausdorff 空间 。 如 
果 凡 是 由 XX 向 Y 的 连续 映 象 a- 列 的 极限 〈 当 其 存在 时 ) 了 都 
连续 ， 其 中 a 是 <ov 的 任意 序数 ， 则 X 必 是 wo- 可 加 的 。 

证 。 由 于 天 是 0 维 的 ， 所 以 买 中 所 有 既 开 且 闭 的 集 生成 
一 个 拓扑 基底 。 设 {Gs] 是 任意 的 开 集 a- 列 ， 其 中 a<o, fb 


a, FRG = DU, RHUL RAR, A 则 表示 有 赖 于 二 


LM 
的 某 个 序数 集合 (指标 集 ); HRA 表示 笛 卡 尔 乘积 A= X Ay 
于 是 下 式 成 立 : 
Ie- II 之 os 3 ILU. 


5<a &«a EA; PEA wwe 


其 中 也 = {mj 是 汲 的 a- 列 (WE As。 由 此 即 知 ,为 了 证 明定 
理 只 须 证 明 X HAAR c- 列 的 交集 便 是 开 集 就 行 了 。 ARIE 
法 ， 设 其 不 然 ， 即 是 存在 序数 a<o, RAEAN (G), E<a 使 


AU) WEBRBA(G), £c 8a, HX II G 是 开 
t<é 
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集 , 但 TG, 不 是 开 集 。 显 然 可 以 认为 它 是 单调 下 降序 列 : 


E<n 时 U,2U, 4T Y ERIN YAY, HE 
[Ws 4xEG, i; 
heo D^ we CGH, 
Huh E<a, 于 是 {所 ] 便 是 一 连续 映 象 4- 列 ， 极 限 映 象 了 由 下 
(yo Axe II G: ts 
式 给 出 ， 了 (x)= 4 Et aF [Qz 
s 4xe [I Gu. Hd 


LE] 
We, 而 了 又 是 Hausdorff 空间 ， 故 了 不 是 连续 映 象 ， 这 与 
题 设 条 件 矛 盾 。 由 此 即 知 定理 的 成 立 。 证 明 完 毕 。 

为 了 说 明定 理 6，7 的 意义 ， 特 作 如 下 注释 : 

ik, 1) Sikorski 曾 证 明 〈[1]， 定 理 iv)) ， 凡 正则 的 wo- 
可 加 空间 和 ， 当 HA>0 时 ， 必 是 0 维 的 。 那 未 自然 要 问 :怎样 
的 0 维 正则 空间 才 是 or 可 加 的 呢 ? 对 此 ， 下 列 定理 也 许 是 值 
得 提出 的 : 

定理 8， 设 X 是 正则 Hausdorff 空间 , 则 下 列 二 个 命题 等 
ffr. 

G X 是 o,- WMH; 

Gi) X 是 零 维 的 , 而 且 于 X 上 定义 的 任何 连续 函数 a- 列 
的 极限 函数 ， 当 其 存在 时 ， 都 连续 。 其 中 a 可 Roco, 的 一 切 
序数 值 。 

2) 关于 用 连续 函数 作 工具 来 研究 空间 拓扑 性 质 时 ， 有 苏 
联 、 美 国 及 日 本 等 数学 家 们 的 大 量 工作 ， 最 近 这 方面 具有 总 结 
意义 的 专著 也 已 出 版 90)。 美 国 Gillman 5 Henriksen 3t 曾 用 
定义 在 完全 正则 空间 上 连续 函数 的 代数 性 质 ， 来 刻 刘 其 @,- 可 
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加 性 。 定理 8 则 是 从 另 一 角度 来 研究 空间 的 @,- 可 加 性 ， 为 此 
BIER, 和 是 0 维 的 充 要 条 件 是 ， 存在 一 族 连续 K(f) 使 
得 [Us : U;= ELf: (x) = 0]] 形 成 和 的 拓扑 基底 。 

定理 8 显然 比 文 L3] 这 方面 的 工作 广泛 。 

初等 分 析 中 的 亚 一 致 收敛 性 及 Arzela 定理 也 可 以 推广 ， 
由 于 方法 没有 多 大 变动 的 地 方 ， 故 从 略 。 

最 后 ， 让 我 们 来 考察 空间 YX 的 or 致密 性 ， 其 中 怀 及 并 
都 是 致密 的 Oo 六 距离 空间 〈 以 下 结论 只 须 稍 加 修改 便 适 用 于 Y 
是 一 般 o- 致 密 距 离 空 间 的 场合 ， 而 不 必 有 人 =  ，YXx 表示 
MAW XA Y 连续 映 象 的 集合 ， 而 对 于 了 ,gE€YX 则 定义 
| 00,9 = sup pr[j(xz),g(z)]。， 可 以 证 明 ， 此 时 YX 成 为 完备 
的 ou 距离 空间 ， 其 中 每 一 个 ou 基本 列 扣 都 是 收敛 列 ， 它 显 
然 是 古典 空间 Coo 的 推广 。 我 们 说 YX 中 某 集 下 是 oz K 
的 ， 是 指正 的 任何 oO- 列 都 包含 着 收敛 子 列 ， 也 就 是 卫 的 任何 
—^4 #20, 的 子 集 于 YX S890, 的 触 点 。 于 是 下 列 定 理 
RZ: 

定理 9. YY 内 子 集 卫 为 @,~- 列 紧 的 充 要 条 件 是 下 述 二 命 
题 同 时 成 立 : u = 

D 对 于 任意 X CX, X’ < lo), K/ÁE& F'CF, F> 

lo] Bt, REFE 找到 一 个 of), 使 它 限制 在 X 时 成 
为 基本 列 ， 其 中 lent feH fr. 

i) FF 于 XX 是 同等 连续 的 ， 即 对 任意 给 定 ÜÜecB LE 
义 3) ,se>0 时 存在 着 (6E 4) 6>0 使 当 了 EF，x,Xx’ EX 及 
Px(x,x') <ô MA prif Q0 f(x )]<e。 

i. RED ERAN X’” WR CEPR Y XS 
X", X 的 存在 性 是 由 于 X 的 ou- 致密 性 得 到 保证 的 〈 见 定 
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理 4 及 文 [8] 定 理 之 命题 (C.) ) 。 

证 。 只 须 将 古典 Arzela-Ascoli 定理 的 证 明 加 以 适当 修 pic 
使 其 适用 于 目前 的 场合 。 

先 证 条 件 的 充分 性 ，F，F 及 二 等 符号 的 含义 已 见 定理 
的 题 设 条 件 。 证 明 分 做 几 步 进行 。 

第 一 步 先 证 明 ， 对 于 任意 6€ 4, 6>0 时 恒 存 在 X cx, 
RHY co, HI LEX 恒 有 使 px (X,x') < RUN Kx! € 
as 

实际 上 ， 考 虑 一 切 满足 下 列 条 件 C) RACK 所 成 之 
Pa 

(*) 对 于 Xx,X’ CARA px(x,x')>6, 

上 述 集 族 Fy 是 一 “具有 有 限 特征 的 族 ”《〈[11],P.32)， 
Mug Tukey 引 理 知 Fi HARA (111, P.33), it X’ 为 极 
大 元 中 之 任 一 个 ， 我 们 来 证 明 X 就 是 所 需求 者 ， 为 此 只 需 证 
X <o 就 行 了 。 用 反 证 法 ， 设 其 不 然 ， 于 是 X 满足 条 件 
(EX zo, BRES X 的 o- 致 密 性 相 矛 盾 的 GE RE 
4 命题 证 ) ) 。 因 此 X/ 确实 是 所 需求 者 ， 这 就 完成 了 第 一 步 的 
证 明 。 

BIS. BER fe) ] 对 XE 恒 是 收敛 列 。 

实际 上 ， 由 于 立 Wo Ra, (OO ] 中 全 包含 收 mE 
Bf», GO). 因此 为 了 证 明 第 二 步 只 须 证 明 { 天 (x) JE € X dii 
是 基本 列 就 行 了 。 这 个 证 明 须 将 古典 方法 略 加 修 改 ， 大 意 如 
T. 首先 取 e,6 如 题 设 条 件 所 述 ， 根 据 证 明 第 一 步 ， 存 有 
X'cX, X Zo, B x€X EAE px Gc, x) CÓ RY Wl 
EX’, 其 次 ,对 于 x' € X 又 有 序数 <0, EH EL oon, 时 
pyCfax 0, fe )]<e。 最 后 若 命 n- suptn.), Jj m«o, B. 
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MEE LOB pr[fi (xX), fe 003 Spr Cfi), fire’) 1 + ov 
Ufo), fe 01 py Efe 0, fe MI<3e, 其 中 xEX， 
x’ EX, H px(,x')-ó, 由 于 的 任意 性 ， 即 完 成 了 第 二 
步 的 证 明 。 

用 完全 同样 的 方法 即 知 ， feof: Cfo Ha f GO. — Bik 
AH fcY*, 

条 件 必 要 性 的 证 明 大 意 : 

b 是 显然 的 . 

D FARE, Hi) 不 成 立 , 便 存在 ECB (620) oF 
(fs Cave}, B C) && p Gn) <d E HI evEfs Gro fi Geo I 
ze ô> 成 立 。 由 此 即 可 推出 矛盾 。 


参考 文献 


[1] Sikorski, Remarks on some topological spaces of high 
power, Fund, Math, T. 37 (1950) P.P.125—136. 

[2] mapossuenko, H. MAH. CCCP, T. 115 Nos, (1957) , 

|o p.p.866—868, 

t3) Gillman, L, and Henriksen, M, Concerning rings of 
continuous functions, Trans, Amer, Math, Soc. Vol, 
77 (1954) , p.p.340—362. BR MR, Vol, 16, No2(1955), 
p.156, 

[4] Cohen, L. W. and Goffman,C.A theory of transfinite 
convergence, ibid, Vol, 66 (1949) p.p.65—74. The the- 
ory of ordered abelian groups, ibid, Vol. 67 (1949) , 
b. 310—319. 

[5] Hausdorff, F. Grundzuge der mengenlehre, (1914) , 
Leipizig. 

[6 ] ERS: 《ov- 可 加 的 拓扑 空间 ， ( 见 本 文集 ) 。 

[7] XMM: “拓扑 空间 概论 (1958 ， 科 学 出 版 社 。 


82 


[8] ERE. “一 致 性 空间 的 一 个 定理 ， 科 学 记录 ， 新 辑 2 卷 10 期 
(1958) ，392 一 395。 
L91 X9,A. A, 《北京 大 学 译 ) ，* 数 学 分 析 简明 教程 》 ，(1954) ， 
高 教 出 版 社 。 “ 
110] Gillman, L.Jerison, M.Rings of continuous functions, 
, (1960) Nostrand Co, N. Y. 
(11] Kelly, J.L, General topology, (1955) New York, 


REMARKS ON w,-ADDITIVE 
SPACES(ID 
—— ELEMENTARY THEORY 
OF CONTINUOUS MAPPINGS 
Wang Shu-tang 
Abstract 


This is a continuation of the work of [6], In which 


we define the limit of a transfinite sequence of continuous 
functions, the Arzela-Ascoli theorem and the like are 
generalized to the present case, 
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关于 ww- 可 加 拓扑 空间 的 两 个 注 记 ” 


本 文 接续 作者 [1]，[2] 而 作 。 
a) 简化 了 工 .W.Cohen 5 C. 
Goffman 1950 年 在 此 方面 的 工作 ， 
并 指出 它 乃 是 文 L 1] 一 定理 的 直接 推 
论 。 

(2) 研究 一 致 空间 一 致 结 构 的 
an -距离 化 问题 ， 得 到 了 必要 充分 
A ft, 这 种 条 件 与 Cohen Goffman 的 
ED 类 似 。 

D 求 得 完全 正则 空间 具有 
@om- 可 加 性 的 充 要 条 件 ， 它 包含 D 
Nelson 1957 年 的 结果 ( Portugialae 
Math, ) 为 特例 ， 并 作 了 推广 。 


灶 本 文 完 成 于 1963 年 ， 未 发 表 。 
84 


à) 


本 文 是 接续 作者 文 [1] [2] 而 作 ， 今 后 将 不 加 声 明 地 
地 沿用 [1] 、[2] 的 名 词 及 术语 。 

我 们 曾 于 文 [1] 证 得 下 述 定 理 ; 

定理 3. HAR 可 以 ov- 距离 化 的 充 要 条 RY, UE 
是 or TDW U) oi 空间 。 

ISA U uu 型 的 意思 是 : 于 民 可 以 引入 一 个 具有 势 
lo,| -一 致 基 的 一 致 性 结构 使 其 一 致 拓扑 与 R 原 有 的 拓扑 一 致 ， 
这 其 实 就 是 S.Mrowka 的 lo, -几乎 距离 空间 [3, 4], 

定理 1 是 Anexcannpos—Ypucon H ([5], p.186) 的 
推广 。 基 于 定理 [及 Mrowka mer, RNS BLT 
ao 六 距离 化 定理 ， 其 中 包括 Sikorski 的 结果 以 及 Nagata- 
Cxuupaos'" 定理 的 推广 。 

此 外 ，L.W.Cohen 5C.Goffman 于 文 (3 求 得 一 致 空间 
可 以 由 一 个 Abel 序 群 距离 化 的 另外 一 组 条 件 。 但 它们 的 结果 
过 于 复杂 。 本 文 第 一 个 目的 在 于 简化 这 个 结果 ， 并 指出 它 乃 是 
定理 1 的 直接 推论 。 其 次 我 们 也 可 以 考虑 一 致 空间 一 致 结构 的 
ar 距离 化 问题 。 

X [2] 研究 正则 空间 RRA or 可 加 性 的 问题 ， 所 用 的 
工具 就 是 由 忆 向 另 一 正则 空间 Y 的 一 切 连 续 映 象 。 本 文 的 第 
二 个 目的 就 是 将 [2] 中 一 个 定理 加 以 变形 ， 从 而 包括 YO. 
Nelson 最 近 的 结果 为 特殊 情况 。 最 后 ， 我 们 引入 完全 R, 
Y) 正则 的 概念 ， 将 所 得 定理 作 了 进一步 推广 

$ 1. L.W.Cohen 5 C.Goffman 的 定理 '" 是 ， 
定理 2。 一致 空间 尼 可 以 由 一 Abel 序 群 距离 化 (在 拓扑 


O) o, 恒 表 示 规 则 的 初始 序数 。 
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意义 下 ) 的 充 要 条 件 是 ,存在 邻 域 组 {Vs(X)}， 其 中 XER ,5<、 
£t, RATHER. 

D II Velx) = {xX}, 

ib iR ELELE, AVAGO Vi G0, 

i 如 果 n<E*, WMEE— A nei <E 使 得 当 Vein o) 
Vien Y 40 WA Vio; Y) EV, CH), 

io stt, WIT Vin (x) 是 开 集 . 


ERER D—iv) mg £* 是 具有 如 下 性 质 C) 的 极限 序数 ， 
Hé, m, n 等 则 都 表示 序数 。 
性 质 (CAO An E mn cet WAY 
sup{é,, n<n*}<é, 
不 难看 出 ， 满 足 性 质 〈* ) 的 极限 数 就 是 某 规 则 初始 数 。 
Ayr [7] 的 证 明 便 知 ， 所 谓 邻 域 组 {V(x)},， 指 的 是 对 


每 个 XERR 它 形成 基本 邻 域 组 ，。 
首先 注意 到 ,条 件 记 一 般 要 求 过 强 ,我 们 要 用 下 列 的 Vv) 
来 代替 它 ， 


v) WELKER, (Vico) (<é T £Gp X ii). 中 所 指定 

的 ) 形成 过 处 的 基本 邻 域 组 。 
D 若 于 忌 存 在 邻 域 组 TVeCz) ), LER, E<E 满足 条 
D iv) Rv) 则 尽 必 是 所- 可 加 的 。 为 此 ,只 需 证 明 ;每 
AF BN 3G), 0-7" 而 n* <E, MT] Gy 仍 是 开 集 就 
&xzcllo, remo , x Tit ocn Wa < 


(1) ERREN 向 5<&* 的 一 单 值 函 数 。 
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fF EV SG, HIER (*) i n°" =sup{n’ } 0] geté 
于 是 zE TIViw(z) s 开 G,。 由 性 质 iv) a, x 287] 


nen® n<n* Sen* 


G 的 内 点 ， 因 此 证 明了 了 LG, 是 开 集 。 


(2) 若 于 己 能 引入 基本 邻 域 组 {Vs(X)},XE Rifj EÉ, 
使 其 满足 条 件 说 WRB Oe HER, RHE RR 应 
于 序数 5°” 的 基数 。 即 型 为 8* 的 良 序 集 的 势 。 

证 明 。 今 定义 

w= {(x,y)3 HA LER ii yeV,(x)} 

只 需 证 明 {Wy} 形 成 某 一 致 结构 4% 的 子 基 ， 则 其 余 一 切 都 显然 
T5 

At, RE [5] ， 只 需 证 明 下 列 各 条 ; 

一 ， 信 SW。 显然 。 

,Ul EW,, 
iE Gc.) EU gem» FE (QJ, X) € Utims XE V tim (YM V tep (x) 
Vem) 0, ARB WD YEVim SV, (x), JE Bl (x,y) €t, 

Ze Utm Utm Cs, 

BLY) EUsms (y, 2 € ui 。 于 是 YEViwm (9 , ZE 
Vem Ys AT Vio (XY) Vem 0, MBH) ,z€Vionfiy 
SV, (x). HERD (x, 2) € t, 

总 结 前 边 讨论 ， 便 得 到 下 列 定理 ， 

定理 3。o- 可 加 拓扑 空间 玉 ， 可 以 o 六 距离 化 的 充 要 
(p. HTXCEIERUGUGPAUAJK(VIGO), <o 具有 
FARR: HFEA 0, HE £GD f n EN «o, B X 
Vio) G0 *V os QD FO MV im Y) EV) e 

其 中 o, 表示 规则 初始 数 ， 
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jb E Ro BEAZ, ÝR oO XR IA X. y Hoke 

离 ， 于 是 
U= { (X,Y) : P(X, Y) <En} 

便 是 羽 的 某 一 致 性 结构 的 势 为 o, 的 基 ， 其 中 距离 函数 p(x， 
切取 值 于 特征 o, 的 序 群 :nA， e, 是 A 中 单调 下 降 的 非 负 元 
X, no, BR eC AIBZHE no, fi e,<e XE n2 no 成 立 。 

我 们 说 一 致 空间 R, 在 一 致 结构 意义 下 可 以 om 距离 化， 
其 意思 是 ,能 于 妨 引入 一 个 上 述 距离 函数 po Ge, 使 其 引导 出 
的 一 致 结构 与 尺 原 有 者 一 致 。 于 是 有 

定理 4。 一致 空 间 及 在 一 致 结构 意义 下 可 以 or 距离 化 
的 充 要 条 件 是 : 其 一 致 结构 公 具 有 单调 下 降 的 势 为 oj 的 基 。 
且 其 中 lol 不 能 再 缩小 (除去 刀具 有 离散 一 致 拓扑 的 情况 ) 。 

证 明 。 必 要 性 很 显然 .又 当 人 = 0, 定理 2 便 是 Chittenden, 
A,Weil 等 人 的 结果 '"。 在 此 结果 的 基础 上 。 我 们 要 对 一 般 的 
上 证 明定 理 2。 

今 设 {U} 是 定理 假设 中 的 一 致 基 。 首先 由 全 出 发 可 作 
U, = Up (E UOU O =u, KHARDE (D 中 性 质 二、 
三 。 如 此 继续 下 去 ， 便 可 得 到 

u, O0, uU, sey Un Deve, 
于 是 {Un 中 } 形 成 加 的 某 一 致 结构 的 子 基 ， 由 此 子 基 且 生成 一 个 
FUH- RA, WEU, FRET o, 已 不 可 缩小 ， 
FRNA uQEuU, AW, 由 ?2 出 发 又 可 得 一 序 
列 ， 
u, uu, ees Un, ee 

HECER Rg- KAHU, cutus, 

今 设 由 上 述 方法 ,对 7?<c<os 都 已 作出 了 一 致 结构 ， 
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它们 一 个 比 一 个 强 , 都 具有 可 数 基底 且 都 弱 于 4, 由 于 lol 不 能 
缩小 ， 于 是 必 存 在 WExw， 其 中 I<a。 取 其 一 为 2 AG 
上 方法 ， 又 可 得 一 序列 UO, UO, zt …， 它 生成 的 一致 
结构 Xe) 强 于 一 切 的 wm， 但 要 弱 于 色 。 

FH, uU (o0, 都 是 具有 可 数 的 一 致 结 沟 其 和 为 4W。 对 
于 Wm 存在 实 值 距 离 函 数 o, 并 4 以 函数 o, 距离 化 。 

SEL: POY = (010061) s Pn Woe, NO 
以 下 证 明 由 p 产生 的 一 致 结构 与 妈 一致, 为 此 只 需 证 明 以 
FRR: ` 

(一 ) 对 每 个 xnEU， 存 在 。 = (a,0,:7,05: HET. 

{(x,y) : p(x, y) Ce) Cu, 

实际 上 ， 此 时 必 存 在 7 Su, cus, AAG Bay, d 
FH (X,Y) : py (X,Y) <a} EUn. 

Ay =n ht 
取 a-f Ey M 
于 是 2= {Qi,…,Q4,…} ERE (—) 的 要 求 。 
(=) 对 任意 e= (0,777,057) #0, FETE Uy 使 得 
WE{ XD + p(x, y) <E}. 

FERE, WAAR UEU, M ps (X,Yy) 关 0， 其 中 
(X,Y) €, EE. Rb U, 满足 上 述 要 求 。 

$2. iR, Y 都 是 正则 拓扑 空间 ， 于 是 文 [2] 证 明了 
下 列 定理 ; 

定理 5。 下 列 二 命题 等 价 ， 

D RÈ oo 可 加 的 拓扑 空间 

2) REO, MAM RI Y weak & m*- 30 a< 
o,, HERFS (f), n«n'. HRR Gi, FE 存在 
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的 话 ) f br RAY 的 连续 映 象 .特别 可 取 Y 为 全 体 实数 . 
现在 要 证 明 下 列 

定理 6' 。 若 忆 是 完全 正则 空间 ， 而 且 每 个 定义 于 玉 上 的 
YER ABA fo} (n= 1 2,…) 的 极限 GRA, ERAEN W) 
JEER 上 的 连续 函数 ， 则 已 必 是 0 维 的 。 

AM. ELER, VE) EÈ x 的 任意 开 邻 域 ， 我 们 要 证 
明 必 存在 满足 条 件 xc € V Gc) SV Ge) AYE AE V (a0) . 

由 于 民 是 完全 正则 空间 ， 于 是 有 连续 函数 到 : 万 (xo) = 1; 
0 xf, GO <1; 当 XEVI(X0) 时 天 (Xx)=0。 i Vi! (x) = 
Elz f@> £]. 并 取 V. Go) f£ 2, € V, Gr) SVS 
V(x) 。 于 是 又 可 作 连 续 函 数据 : fo (0) 71, OXF, GO < 
1, A x €V,G HT GO =0。 如 此 进行 ， 便 可 得 一 连续 函 数 
Afi Fry cy fe EB: Fale) =1; 0 过 所 (xX) 壹 1; 而 
HELE fon EF 7 2 |. AM f» - int(f,, fo 
ee fed, FE fe 仍 是 连续 函数 ， 而 且 fo fea. AT (fa) 
RM, RHO f. MRE S 仍 是 连续 函数 ， 而 且 显 A 


x CE |x fo >z eres. 我 们 证 明 Elz, 1072] 
便 是 所 要 求 的 开 闭 集 。 它 是 开 集 已 属 显然 ， 它 是 闭 集 是 由 于 
E[ a, fix) > Ee Tr cfc |. 


fe» i» ExCE[n foo 1E. TR 
2 

Ela, fco »i]-ze 10»1]. 

由 定理 5 及 定理 6 显然 有 


$0 


X246, RR 是 完全 正则 空间 ， 则 下 列 二 命题 等 价 : 

D R jt o,-"pinijs 

2) ELFER EBRg3xE SR 0-30 (f) , mm «o, HR 
限 函 数 了 也 连续 。 

当 A= 1， 我 们 得 到 《〈[9]， 定 理 5,2) :及 成 为 空间 的 
RERE: R 是 完全 正则 的 ， 而 且 连 续 函 数列 { 加 ] 的 极限 E 
数 〈 按 点 ， 车 存在 ) 了 仍 连 续 。 这 就 是 Nelson HER”, 

注 ， 作 者 并 未 看 到 [8] 的 原文 ， 只 是 看 到 G.Nobeling 在 
德国 数学 评论 杂志 上 关于 [8] 文 结果 的 介绍 20 。 

现在 设 是 任意 拓扑 空间 ，Y 是 正则 空间 。 如果 存在 二 
Hith, WEY, yoty 而 且 对 于 XoER RARER 当 xc 下 
HR XRAY 内 的 连续 映 象 了 使 得 x0) SY, fa 
=H 其 中 EF， 我 们 便 说 忆 是 完全 RY) 正则 空间 。 不 难 
证 明 ， 完 全 (R,Y) 正则 空间 必 是 正则 空间 。 

利用 同样 方法 可 得 到 下 列 

BHT. REZA R, Y) 正则 空间 ， 立 是 os- 备 的 
SR 且 赋 于 序 拓扑 ， 则 下 列 二 命题 等 价 

D 及 是 ov- 可 加 的 

2 HRY 内 任意 连续 映 象 "~ 列 Cf), nn «ow 的 
极限 〈 若 其 存在 ) 映 象 也 连续 。 

定理 7 是 否 对 一 般 正则 空间 都 成 立 的 问题 尚未 解决 。 
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SOME REMARKS ON 
c,- ADDITIVE SPACES’ 


Wang Shu-tang 
Abstract 


This paper contains the following results; 
(1) The work of L, W. Cohen and C, Goffman in 


*written in 1963, unpublished 
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the year of 1950 is simplified and derived as a conse- 
quence of [1] . 

(2) A necessary and sufficient condition for a uni- 
form space to be o,-metrizable (i, e. its uniformity can 
be derived from an c,-metric)is obtained (added in 1983, 
a similar condition was obtained independently by Steve- 
nson and Thron six years later, cf, Fund, Math, 65 

(1969) 317-324, ) . 

(3) Get the necessary and sufficient condition for 
a completely regular space is of c,-additive, which con~- 
tains the result as a special case of O, Nelson’s gotten 
n 1957, and some more generalization, 
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wz- 可 加 拓扑 空间 理论 的 进展 
ER OR 


一 、 基 本 定义 


3$1。 本 文中 恒 以 ov 表示 规则 初始 序数 ， 而 又 Wo, 表示 
它 的 基数 。 根 据 波兰 学 者 及 .Sikorski[1] 所 谓 一 个 拓扑 空间 
(X, wt o 可 加 的 ， 是 指 其 拓扑 结构 满足 比 通常 “有 限 个 
开 集 之 交 是 开 集 ” 这 一 条 件 更 强 条 件 的 拓扑 空间 。 在 oo 可 
加 拓扑 空间 中 ， 上 述 条 件 应 加 强 为 “ 势 二 @%, 的 任意 p dk. 
族 中 一 切 开 集 之 交 仍 是 开 集 。” 

如 所 周知 ， 对 于 一 般 的 拓扑 空间 ， 距 离 化 问题 是 其 中 心间 
题 之 一 。 然 而 ， 当 A>0 时 ， 我 们 有 下 列 结果 [2]， 

命题 1， 对 于 />>0，oi 可 加 拓扑 空间 除非 是 全 散 的 ， 它 
的 拓扑 结构 不 能 由 某 一 距离 引出 ， 即 它 是 不 能 距离 化 的 。 

[切中 证 明 : 

命题 2。 正 则 co 可 加 拓扑 空间 一 定 是 0 维 的 。 

为 了 推广 普通 的 距离 化 方法 ，R.Sikorskji[1] 第 一 个 引进 
了 oE 离 的 概念 。 

定义 1. 设 4 是 一 有 序 集合 , 且 对 任意 ABI ab, 
定义 了 加 法 运算 ， 使 A 成 为 一 个 Abel 群 ， 下 列 条 件 满足 ， 

Qa+b<b+c 的 充 要 条 件 是 u<c。 
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此 时 称 4 是 -- 个 Abel 序 群 ， 简 称 之 ARR. 车 a>>0， 
即 称 & 正 元 ;而 |a| 则 表示 4 与 -4 中 之 较 大 者 。 

定义 2. 设 4 为 一 序 群 ， 说 4 具有 特征 os 是 指 存在 一 
个 递减 正 元 oleh, £o, dh E FAIR 

OO MFAMBTER E, HEF C B Cou, (B 4E> 

£M, eje (E<o,) 成 立 。 

om 距离 空间 的 概念 详细 写 出 为 : 

定义 3。 设 和 是 任 一 集合 ，A 是 具 特 征 Ho, i FR, d 
对 及 的 任意 二 元 Pp、4q， 均 对 应 于 有 中 一 元 Pp(p,9) EA, A 
备 下 列 条 件 : 

a) p(p,p)=0; p(, 70, p*q; 

b) p(p,9) xp(p,n -p(q,n; 
此 时 称 o (p, qo iX— EL 7 X 03 oE B3, X BO AM de TE o 
距离 空间 

由 上 述 定义 看 到 ; @,~- 距 离 和 普通 距离 的 根本 区 别 即 在 于 
以 和 A 代 蔡 了 实数 ， 普 通 距 离 空间 即 是 oo- 距 离 空间 。 

由 于 o E 离 空 间 满 足 第 一 可 数 公理 的 充 要 条 件 是 n 0, 
因此 ，cwx- 距 离 空间 对 于 高 基数 情况 的 研究 是 非常 有 用 的 ， 

推广 距离 空间 的 类 似 想法 与 一 些 研究 ， 早 在 拓扑 空间 理论 
初创 时 期 ， 就 已 为 了 ,Hausdorff 开始 T. oE 离 空 间 的 正 
式 命名 是 Sikorski[1] 作 出 的 。 

本 文 将 综合 上 述 类 型 拓扑 空间 的 一 些 进展 情况 ， 所 牵扯 到 
一 系列 其 它 方面 的 概念 及 定义 将 于 下 文 有 关 部 分 陆续 引入 。 


二 、 有 关 的 一 些 研究 方面 ，Oh- 空 间 的 背景 


32。 本 世纪 五 十 年 代 前 后 ，Sikorski 关 于 Boole 代数 作 
95 


出 了 广泛 深入 的 研究 工作 ， 主 要 是 将 Boole 代数 运算 中 的 和 交 
运算 拓展 至 无 限 场合 ， 他 在 1960 年 应 Halmos 建议 的 要 求 在 
德国 “Ergebnisse” 从 书 总 结 出 版 了 专著 “Boole 代数 ”. 其 
中 第 一 章 主要 介绍 一 般 Boole 代数 理论 ， 本 书 中 心 是 第 二 章 ， 
标题 就 是 “无 限 和 与 交 ”。 运 用 o 可 加 拓扑 空间 的 概念 ， 
Sikorski 将 Boole 代数 中 著名 的 M。 开 .Stone 表现 定理 [3] 推 
广 至 无 限 运算 的 情况 。 

Boole 代数 KK 称 作 是 wx 完备 的 是 指 对 KK 的 任意 子 集 CE 
K,C«lo/,Cr — Wie KW WHE, Sikorski 证 明了 下 列 ( 参 
WUD : s 

定理 1. RK 是 oo 完备 的 Boole 代数 ， 则 下 列 二 命题 等 
Ln 

@ K[afS-F-o,-K. oth re pa BET RA 
成 之 集 的 域 。 

O) K 的 任意 wy- 可 加 真理 想 均 含 于 KK 的 一 个 ws- 可 加 
素 理想 之 中 ， 

LRH, or ROR BE, XH EK o,- Al (pi) 均 
RAK A FXE A pm o; AW {py}. X BAI o9] 
加 的 即 指 : 对 任意 4d 序列 {As}, E<d, HD AEI (d< 
o) ; t<d 

“上 述 定理 1 即 是 著名 Stone 定理 的 推广 ， 

$3. 古典 收敛 理论 的 推广 

建立 在 普通 实数 基础 上 的 古典 收敛 理论 ， 直 接 与 可 数 性 相 
紧密 联系 ;例如 所 谓 的 数列 即 如 此 ， 这 一 事实 的 早期 抽象 化 用 
是 Hausdorff 的 两 个 可 数 性 公理 的 提出 。 解 除 这 一 基数 的 限 
制 ， 推 广 分 析 的 方法 ， 拓 扑 学 方面 即 提出 一 致 空间 的 概念 及 研 
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FLA, 5J， 而 在 代数 方面 则 是 非 阿 几 米 得 域 的 研究 [6,7, 8]。 
为 了 推进 上 面 的 研究 ,L,W.Cohen 与 C, Goffman 于 1949 
E CID 对 集合 S SA BRIR{(U:@)}, £—o,, CREF A 
的 C,G 条 件 : 
L uen = {X}， 单 点 集合 {x}， 


2. Æ KÉ, W Une) 三 Us (2) 。 

3. XE no, FE EM), ENKEN <a, B. 4 Ugo Y) 
NU em (@) Ab ME Y Utm (yY) SU, (x), 

4, RaCon HPT brew, 为 一 列 点 ，Us GS) 满足 下列 
条 件 ， m<m<d M, Us, (en Ui, Gy), NOU (wD 是非 
空 集合 。 

定义 了 这 种 邻 域 的 空间 与 ov- 距离 空间 的 关系 见 后 文 有 关 
章节 。 从 这 些 邻 域 系 出 发 ， 文 [9] 研 究 了 收 贫 ， 完 备 等 问题 ， 
推广 了 古典 分 析 的 一 些 基 本 定理 。 这 些 概念 〈 收 剑 ， 基 本 列 等 
等 ) 及 定理 〈 收 敏 列 一 定 是 基本 列 等 等 ….) 此 处 不 一 一 列 
举 。 文 [9] 特 别 证 明了 定理 ES 是 oj- 完备 的 则 必 是 ou- 第 二 
纲 的 。 其 中 ，oj- 完 备 的 意义 是 ， 凡 基本 uv- 列 均 是 收 CRI. 
LAS fo, BoM, HBX: WING, £co,, BSH 
无 处 稠密 的 任意 集 oF, Hl T= U Ny 必 是 s 的 真子 集 。 

8 4。 拓扑 空间 X 上 定义 的 一 切 连 续 实 值 函数 之 族 记 为 C 
(X) ， 一 切 连续 、 实 值 、 有 界 函 数 则 记 为 C" (X) 。 这 里 主要 讨 
论 C(X)。 

众所周知 ，C(X) 具备 序 结构 及 代数 结构 [10]。 作 为 代数 
结构 ， 基 本 法 则 定义 如 下 : Rf gECX, ， 则 了 +g 和 了 9 的 
BME: 
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(f +g) (x) =f +g(x) 和 (fg) (Xx) =f (x) + g(x) 
又 定义 《一 从 为: 
CHa = -f@, 


于 是 在 上 述 意义 之 下 COO 成 为 可 换 环 ， LE 存在 的 


i, Regd = Fi 

除了 上 述 代数 结构 外 ， 还 可 以 下 法 于 CC(X) 定 义 半 序 结 
Tg: 

f2g, HNH LEX H, fœ) >g). 

对 序 结构 显然 成 立 : fog 当 上 且 仅 当 对 hEC(X) 恒 有 f+h 
>g +h PER FEKE”. FAREN 0 值 的 函数 仍 记 作 0. 
FRY f> R g> KAA f-920. 因此 C(X) 便 形成 一 个 
PFR. (在 上 述 条 件 下 ， 显 见地 有 了 +g>>0) 。 

容易 看 出 ，C(X) 此 时 在 序 结构 的 上 述 意义 下 ， 还 是 一 个 
格 。 

真理 想 ， 素 理想 ， 极 大 理想 等 等 习 知 的 一 般 代数 概念 ， 这 
里 不 再 列 出 。 


' L.Gillman 5 M. Henriksen 在 连续 函数 环 的 研究 工作 中 
jeu. HERMIR X, CORURI A ERKE 
di? (Cl, 12) 。 研 究 结果 均 总 结 于 [10] 的 有 关 章 末 习 题 之 
中 。 

为 了 得 到 C(X) 的 一 些 更 有 意义 的 结果 ， 必 须 对 的 拓扑 
结构 本 身 加 以 较 强 要 求 ， 此 时 便 假 设 六 是 完全 正则 空间 。 
如 所 周知 (C10, 132), 任意 完全 正则 空间 XX 均 可 
作为 一 稠密 子 集 而 嵌入 于 一 紧 空 间 BX (Stone-Cech 紧 化 ) ,使 
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得 任意 SEC (X) 均 可 扩充 为 BX 上 的 (有 界 ) ERMA. f 
的 零点 集合 记 作 ZJ) ZH = {XEX: f =0}。 下 述 盖 尔 
芳 得 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 定理 确定 了 C (X) 中 的 一 切 极 大 理想 。 

定理 2。(Gelfand-Kolmogoroff) i& p 是 BX 的 任意 点 。 
则 

Mp= {fEC(X); pEZ(f)} 

是 C(X) 中 的 一 个 极 大 理想 。 反 之 ， 设 M 是 C(X) 中 之 任 一 极 
大 理想 ， 则 必 存 在 PE BX, 使 M= Me, 

于 定理 2 中 ， 若 PE 及 则 极 大 理想 MP? 便 是 定点 (fixed) 
的 ， 此 时 M? 记 作 Mp; 当 pEPBX-X 时 ，MP 便 是 自由 (free) 
RJ. 

定义 4。 对 任意 PEBX 以 Nr 表示 C(X) 中 由 满足 条 件 : 
2 内 包含 和 的 一 个 邻 域 之 所 有 函数 了 组 成 的 理想 。 当 2DPE 允 
时 ，Nz 特 记 之 Ny。 

可 以 证 明 下 列 [11]: 

定理 3。 (D C(X) 中 每 个 素 理想 均 包 含 于 唯一 的 一 个 极 
大 理想 之 中 。 

(2) 设 p 是 含 于 Mr 中 的 素 理想 ， 则 必 有 PN?。 
(3) MRES N 的 唯一 素 理想 的 充 要 条 件 是 MP?= 

NP, 

在 上 述 定理 的 基础 上 ，Gillman 与 Henriksen[11] 引 入 下 
JP 点 概念 。 

定义 5 点 PEX MRAP AR MP=Ne, BP p 处 的 唯一 
素 理 想 即 极 大 理想 Mr。 又 若 了 X 的 每 点 均 是 PP 点 时 ， 即 称 X 为 
Pia, 

容易 证 明 P 空间 即 是 @,- 可 加 拓扑 空间 。 
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三 、 关 于 @,- 可 加 拓扑 空间 的 一 些 结果 


385。Sikorski[1] 证 明了 下 列 一 些 结果 。 

定理 3。 设 也， 下 :是 正规 ou- 可 加 拓扑 空间 的 二 不 相交 Hl 
集 ， 则 必 有 不 相交 开 闭 集 G, Ga: GF, G,2F, 又 具有 
基底 〈 即 势 么 or 的 基底 ) 的 正规 oo 六 可 加 拓扑 空间 一 定 是 完 正 
规 的 。 (其 中 a0 

设 pv 表示 所 有 序数 上 < ov 之 集 ，W, 是 包含 Dv 的 最 小 代数 
3 CH, 1D 。 又 设 也 表示 一 切 由 0 与 1 组 成 的 oo- 列 ， 对 
Fp, q€D,, jg XX oo 距离 如 下 : 

iRp-q, WzEX p(p,9) = 0， 设 P 丰 q， 则 定义 p (p,q) = 
p, Co» 其 中 了 = (a), q= (b), mIRE asse bm 之 最 小 序 


X 
于 是 也 ,为 ov- 距离 空间 。[1] 证 明了 这 种 空间 对 正则 具 有 
基底 的 (具有 势 <o, 的 基底 ) ox- 可 加 拓扑 空间 是 万 有 的 : 
定理 4， 每 一 具有 基底 的 正则 or- 可 加 拓扑 空间 必 同 BF 
也 ,的 -- 子 集 。 
关于 DURENT TFA 
定理 5，D, 是 (0,2 完备 的 ， 且 是 具 有 Baire tk: 设 
(X) DEEA E ou- 集 列 ， 则 对 于 任意 qd<ov， 集 > Xe 


a>$ 
是 无 处 ABW. D» X siad. 
few, 
l.Juhasz (15D 4$ —^4 iE: ov- 距离 空间 必 是 仿 紧 的 。 
这 一 结果 后 来 也 为 其 他 学 者 所 独立 得 到 (例如 [16] 等 等 ) 。 
说 wu- 距离 空间 是 全 有 界 的 ， 是 指 对 于 入 的 任意 Ese, 
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Z X 存在 分 解 ; X=UX:, 2-0, 而 且 X: 的 直径 <e。 于 
是 有 

定理 6。[1]。 (EÈ o RH ow- 距离 空间 必 是 (Ou) 完 
备 及 全 有 界 的 。 

今 以 Dw 表示 D, 中 所 有 满足 下 列 条 fF 的 0，1 的 or- 列 : 
i&p-(e), PED., 则 除去 有 限 个 7 之 外 ， 所 有 Q,=0。 
[1] 中 证 明了 

X31. DL (r) 紧 的 自 密 的 o 六 距离 空间 。 了 "是 可 
列 个 无 处 稠密 子 集 之 和 。 

今 设 4=y+1，o， KEM, MAA, e= Oai 
Sikorski 构造 了 完备 的 全 有 界 的 但 非 ou RH ou 距离 空间 的 
例子 。 因 此 虽 当 4= 0 时 定理 6 的 送 成 立 ， 然 4&>0 时 ， 对 可 
达 (accessible) 正则 数 ， 定 理 5 之 逆 一 般 并 不 成 立 。 

1964 Æ, Monk 与 Scott[17] 证 明 的 结果 是 ， 设 @% 是 第 一 
个 不 可 数 且 不 可 达 的 数 ， 则 22“ 在 oui- 乘 积 拓扑 Cur JE dE, E 
的 ， 此 时 2%* 即 是 本 质 上 同 于 上 文 的 Dv。 

1969 年 美国 学 者 F.W .Stevenson 与 W,J.Thron[18] 则 
针对 定理 6 又 补充 证 明了 

定理 8。 对 非 可 达 数 (inaccessible) 定理 6 (93 t de A 
M. M 

86. 以 下 讨论 带 有 序 结构 的 oF meshes li] 

1949 年 美国 著名 学 者 工 .W.Cohen 与 C.Goffman 研究 了 
带 有 序 结构 的 Abel 群 。 即 Abel 序 群 〈[19]) - 

[19] 详细 讨论 了 Abel 序 群 的 完备 性 及 完备 化 问题 。 文 中 
研究 的 序 群 满足 条 件 ， 群 的 零 元 不 是 孤立 点 : 若 Y>0 则 必 
BEY, 0<y<x, 
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HFR GERA o, 特征 [1]， 此 处 o, 可 假定 是 最 小 序 数 ， 
文 [19] 研 究 了 三 种 完备 性 : 

tt- 完备 ， 即 拓扑 完 备 ， 指 任意 基本 ou- 列 是 收敛 列 ， 

Q- 完 备 ， 即 阿 几 米 德 完备 ， 是 指 不 存在 阿 几米 德 真 扩 张 。 

0- 完 备 ， 即 序 完备 ， 是 指 任意 有 上 界 的 集合 必 有 上 确 界 。 

设 {as},<aow 是 正 元 or- 列 , 且 对 se 之 0, 存 在 7<os， 使 当 
&>n th, a;c£, SIA FRIBIRA: 

U-(U;Q0), 其 中 Us(x)= {yEG: |x-y|<a;}, U;- 
Us(0) = {yEG: |y|<as}. 

于 是 Us (x) = x+ Us, 不 难 验证 邻 域 系 满足 $3 中 CG AH. 
[19] 证 明了 下 列 ， 

定理 9，G 是 邻 域 系 U 的 拓扑 群 。 

为 了 说 明 寻 完 备 化 的 存在 [19] 引 用 下 列 

定义 6， GIG JUPE X 称 作 是 下 线段 ， 是 指 YE 和 及 3< 
xh, WYyYeX, 下 线段 称 作 是 Dedekind 的 ， 是 指 任意 y>0 
存在 XEX, x+yEX, 

这 一 定义 是 由 Baer[20] 引 入 的 .Dedekind 型 下 线段 总 体 即 
作成 一 群 Gp。 于 是 有 

定理 10[19]。G 的 Dedekind F & BE ik Gp ÆG ity t-32 
备 扩张 。 而 且 Go 仍 是 特征 of. 

关于 阿 几 米 得 完备 性 ， 即 a- 完 备 性 ，[19] 证 得 的 结果 是 

定理 11. 若 G 是 4- 完 备 的 ， 则 G 必 也 是 -完备 的 . 反 
之 ， 若 局 是 三 完 备 的 而 且 G 稠密 于 其 每 一 阿 几米 得 扩 张 ， 则 
必 是 Q- 完 备 的 。 

关于 序 完备 ， 即 0- 完 备 的 结果 是 

HBi2. # 570, WG 是 非 阿 几 米 得 的 。 此 时 由 G 的 所 
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有 下 线段 组 成 的 o- 完 备 扩 张 不 形成 群 。 

定理 12 后 一 结论 的 原因 在 于 非 Dedekind 的 下 线 段 没有 
NEE. 

今 设 A 是 一 序 集 ，H 是 定义 于 A 上 满足 下 条 件 的 一 切实 
Kg x. 工 (Y) = {aC A: xa) =0} 是 A 的 良 序 子 集 ， HW 
序 定 义 如 下 : x0JÉ18 LOO B) KAA x(30 70. 于 是 
H 形成 Abel 序 群 。 称 作 Hahn 群 。 这 种 群 首先 是 H. Hahn 于 
文 [6] 引 入 。 

对 于 Hahn 群 [19] 证 得 : 

定理 13。Hahn 群 是 t- 完 备 的 。 

定理 14。Hahn 群 的 下 线段 有 上 确 界 的 充 要 条 件 是 该 下 线 
段 是 Dedekind 型 的 。 

定理 15。 设 G 是 特征 o, 的 Hahn 群 ， 则 G HE we- 第 二 
纲 的 。 

这 些 定理 的 证 明 ， 须 要 于 H 引进 满 足 CG 条 件 的 邻 域 系 。 
此 不 详 述 。 

结合 连续 函数 环 的 工作 ，Gilliman 与 Henriksen 研究 了 线 
性 P 空 间 (C1, 12D ， 其 中 也 引用 了 Dedekind 分 割 。 此 地 
也 不 详 述 了 。 

上 述 定理 5 中 关于 D, 的 完备 性 最 早 见于 W.Sierpinski 的 
论文 [22]。 

$7。ox- 距 离 空间 中 超 限 列 及 有 关 拓 扑 性 质 

关于 or 距离 空间 中 超 限 列 的 研究 ， 除 去 Cohen 与 Goff- 
man 于 1949 年 的 工作 [9] 以 外 ， 尚 有 1971 年 美国 D.Harris 的 
工作 [23]。 

首先 引进 下 列 一 些 概念 。 它 们 是 oH, e,-H7 闭 ， 
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o,-Frechet 与 ou- 链 基 。 这 些 概念 分 别 是 普通 概念 ， 序列 开 、 
闭 ，Erechet， 链 基 等 的 推广 。 

or- 序列 开 集 : 及 的 子 集 4 称 作为 ou 序列 开 集 ， 乃 指 任 
意 收 敛 于 APR AN ou 点 集 必 是 最 终 (eventually) AT A. 
又 空间 XAG REE “O FI” RHR X AER o,- A 开 
子 集 均 是 开 集 。 

o ENAR: X pf fR A BER o FIAR, 是 说 没 
有 一 个 经 常 (requently) 属于 4 的 ou- 点 列 而 收敛 于 3k A qa 

集合 4 的 o- ABR: or-cI4 = (x. 存在 某 个 经 常 属于 4 
HRA xd oo- 点 列 } 。 

若 4 是 or 序列 闭 ， 则 显然 ou-cl4 = A。 然而 当 AdEo,- 
序列 闲 时 ，owurc14 也 未 必 是 ou 序列 闭 的 .实际 上 ， 算 子 
o,-cl 满足 拓扑 空间 闭 包 公理 中 之 三 个 ， 但 不 满足 orco 
clA) = orc14。 当 最 后 式 子 成 立时 ，ovw-c! 即 可 作为 拓扑 空间 
KAERT. RIŽ X 是 ou-Frechet 的 。 GR, 4; X o, 
Frechet 的 ， 则 X 必 也 是 ov- 序列 的 。 

Ortik: ALEX 的 wo- 链 基 是 指 2% 处 的 递减 wo= 开 集 
且 这 个 列 又 形成 % 处 的 局 部 基底 。 

在 上 述 这 些 定义 作出 后 ， 文 [23J 建 立 了 下 列 一 些 结果 。 

定理 16。 对 于 空间 及， 下 列 诸 条 件 等 价 : 

O) X 是 oo 序列 的 。 

(2) X BE wu- 序列 空间 的 商 。 
′ (3) X X — o,-Frechet 空间 的 商 。 

(4) X 是 某 一 o,-PRES 2: JR fO dj. 

(5) X Ed — 0€. BR o,- E. SEG RO o ERZ 
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T. 
还 有 另外 的 一 些 等 价 条 件 ， 从 ES. iX 是 Franklin 3:024] 
定理 的 推广 。 
为 了 叙述 Harris 关于 @,-Frechet 空间 的 结果 ， 则 还 须 引 
A RER AZ. RRS: YX 称 作 是 遗传 商 映 象 ， 是 ， 
f 是 连续 的 ， 且 对 任意 ACK 诱导 映 象 f4: f 00A JE BI. 
已 知 这 一 条 件 与 下 列 条 件 等 价 : 对 任意 XEX I f^ CO IB CERE 
Bish U 有 2xEintf[U]。 另 外 一 个 等 价 条 件 A: X HE MASK 
与 任意 ZEA, #EYEY, yCf VOR f QD - x. 
Harris 推广 了 Apxagrezsckuü i £i [25148 Hi: 
定理 17。 对 于 空间 X 下 列 诸 条 件 等 价 : 
(D X Æ o,-Frechet 的 。 
(2) X EX — o,-Frechet 空间 的 遗传 商 的 象 。 
(3) X 是 其 一 ox- 距 离 空间 的 遗传 商 象 。 
(4) X 是 其 一 0 维 、 局 部 o,—R . TARI @,- 距 离 空间 的 
遗传 商 的 象 。 
另 有 其 它 一 些 等 价 条 件 ， 此 处 从 略 。 
Harris 关于 o, i] f zz la] üt fd 
定理 18. SAX Eo TARKKA, KEE- 
@~ 伪 距离 空间 的 开 象 ， MAX ETECH- o,- PB 离 空 
间 的 开 象 
上 述 定理 是 TIogowapes 定理 [26] 的 推广 。 
$8. 乘积 空 间 的 正规 性 问题 
一 个 距离 空间 X 与 另 一 正规 空间 Y 的 乘积 空间 X x Y o ^ 
仍然 是 正规 的 。 熟 知 这 方面 的 第 一 个 例子 是 由 E. Michael[27] 
作出 的 。 以 后 这 方面 的 研究 工作 不 少 。 结 合 ou- 距 离 空间 的 研 
105 


Jj, P.Nyikos 于 [28] 及 [29] 中 询问 道 ， 距离 空间 与 @,- 距离 
空间 的 乘积 是 否 为 正规 空间 。Aw= 0 时 答案 显然 。 关 心 的 是 
u>0O 时 如 何 ? 1975 年 J.E.Vaughan[30] 得 到 了 一 些 结果 ， 从 
反面 回答 了 这 一 问题 。 

今 以 @，o 表示 第 一 个 无 限 与 第 一 个 非 可 数 的 序数 ， 它 们 
同时 分 别 表示 <<o 与 co, 的 一 切 序数 的 集合 . 记 Di = o, EUR 
以 全 散 拓扑 。 从 而 乘积 拓扑 空间 Di” 是 可 距离 化 的 。 设 Dy 
AUN Exo, 之 集 D = Di + {oj}。 赋 以 满足 条 件 ，c< 
ol 时 ，Q 是 弧 立 点 的 最 小 拓扑 。 设 B, ERARON. LRA 
箱 拓扑 (box topology) 的 拓扑 空间 ，J.EE,Vaughan[30] 证 明 
了 下 列 一 些 定理 。 

定理 19。D1* x B, 是 非 正规 的 。 

559 D,' 是 可 以 ox- 距 离 化 的 ， 而 Nyikos 证 明 过 ([29])， 
可 数 个 or 可 距离 化 空间 赋 以 箱 拓扑 的 乘积 仍 是 oo- 可 距离 化 
的 。 于 是 定理 19 从 反面 回答 了 Nyikos 的 问题 。 定理 19 也 说 
明了 一 个 oi- stratifiable 空间 与 另 一 stratifiable 空间 的 乘 积 
可 以 不 是 正规 的 。 这 就 否定 了 Vaughan 的 一 个 猜想 〈[30] 
conjecture 1) 。 " 


关于 任意 自然 数 n RS B," 及 Bj? 空间 [30] 的 结果 


定理 20。 B," 与 Bi A, By 非 正 规 。 

将 上 述 Bi 推广 为 了 = (D°. 其 中 D, 是 将 D, 中 的 o, M 
为 ov 得 到 。 同 样 定义 D，。 

[30] 关 于 B, 证 得 

X321, B,x B, 非 正 规 。 

定理 21 回答 了 K. Morita 的 一 个 问题 ( 见 [30] 定 理 4 后 的 
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说 明 ) 。 


四 、 拓 扑 空间 的 ou- 距离 化 问题 


$9. 熟知 拓扑 空间 的 距离 化 问题 是 拓扑 空间 理论 的 中 心 
问题 之 一 ， 而 本 文 命题 14810. n0 or 可 加 拓扑 空间 一 
般 是 不 能 用 实数 作为 两 点 距离 以 距离 化 的 ， 然 而 可 以 考虑 这 空 
间 的 o 距离 化 。 

or 可 加 拓扑 空间 的 ou- 距离 化 问题 ， 近 十 余年 来 已 被 进 
行 了 很 广泛 的 研究 。 总 结 于 下 。 

1950 年 时 波兰 学 者 R。Sikorski 曾 于 [1 推广 古典 性 的 
Ypucon 定理 如 下 : 

定理 22. ik X 是 正则 的 o,- 可 加 拓扑 空间 ， 且 具 有 势 «x 
o, 的 拓扑 基 ， 则 X 必 是 or 可 距离 化 的 。 

上 述 定理 仅 给 出 了 一 个 充分 性 条 件 、 另 一 方面 S.Mrowka 
曾 引 入 并 研究 过 m- 几乎 距离 空间 〈[31，32]) 。 它 的 定义 如 
F: 

UX R—-KRE, P={o,}H-REXFRXxX EWE 
实 值 函数 ，& AFR E<o(m), Bil TX. 

(1) MxEX, EP, WH ps (Xx, x) = 0; 

(2) p 3) = Py (ys X) ; 

(3) ps (x, Z) SPX Y) + Pe (Ys Z); 

D Mee P, ABA pO y) 70, M xy, 

《5) d Pus pu € P, i] max(pu, ps) € P. 

集 ACX WHBEXHA = D, Gee AD =0} 时 ， X 
成 为 拓扑 空间 ， 称 为 m- JU Ye BSS], m-JLXE S8 ds zu f] 与 
AAS m — SEES — Seas [B8 ETSI. MCHA T m- 几乎 E 
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空间 具 ov- 可 加 性 的 充 要 条 件 ， 得 到 了 结果 GARD 。[2] 
中 还 证 明了 下 述 定理 : 

定理 23。 拓 扑 空间 X 可 -距离 化 的 充 要 条 件 是 它 是 可 
oo 几乎 距离 化 的 or 可 加 空间 。 

和 [1] 不 同 ， 这 里 的 o,- ERDEI or 实数 序 列 。 我 
们 于 这 种 列 定义 加 法 和 序 关系 ， 使 之 成 为 特征 o, 的 序 HE. ox 
HAF, Hausdorff 也 考虑 过 (133) ， 并 对 它们 定义 过 乘 
法 CURR). 

1964 4g, 我 们 给 出 了 拓扑 空间 可 or 距离 化 的 第 一 个 充分 
DRE, Be C2): 

定理 24。 为 了 正则 拓扑 空间 是 ov- 可 距离 化 的 , 充 要 条 件 
EX AA, 基底 。 

or 基底 是 指 X 的 一 个 拓扑 基 ， 该 基 能 表 为 势 ov 的 局 部 
有 限 开 集 族 之 并 。 

定理 24 推广 了 著名 的 Nagata-Cxrproa 定理 ， 且 将 Sik- 
orski 的 结果 (定理 22) 作为 特例 包含 起 来 。 车 将 条 件 中 “有 
限 ” 二 字 改 作 “ 离 散 ”， 即 得 著名 Bing 的 定理 

[2] 中 还 证 明了 

定理 25。 如 果 X Hausdorff o,- RH, Mew 22 WR 
也 成 立 。 

此 即 Ypucon 第 二 距离 化 定理 的 推广 。 

I, Juhasz 扩充 了 作者 文 [2] 的 工作 ， 给 出 了 另 一 些 距 离 化 
定理 的 推广 〈[15]) 。 其 中 有 的 〈 例 如 关 T Apxanremsckuü 
定理 的 推广 等 ) 也 在 早 些 时 间 而 为 西北 大 学 学 生 朱 升 武 得 到 了 。 
作者 至 今 未 能 找到 [15] 的 原文 。 

1975 4 H BJ Y, Yasui (C34) 以 我 们 定理 24 的 结果 作 
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为 出 发 点 ， 重 新 给 出 o 六 距离 空间 的 定义 。 并 指出 在 这 个 意义 
For 距离 空间 类 是 作者 于 文 [2] 引 入 的 。 

定义 7。 拓扑 空 间 X KEL o 距离 化 的 是 指 存在 一 组 
or ERA X æ or TMi. 

[34] 指 出 将 定义 7 n) “o 可 加 ”这 一 条 件 除去 即 是 
Nedev 5j Coban 文 [35] 中 引入 的 | o,| -距离 空间 ,关于 | ol- 
距离 空间 ， 文 [35] 作 了 较 详 细 的 讨论 。 作 者 至 今 未 能 找到 原 
x. 

AT SRY, Yasui 的 一 系列 有 趣 研究 结果 ， 须 引入 一 些 
非常 基本 的 概念 。 

定义 8。 (IO. Cuapros) Hih] X 称 作 [ou， ool 
RK, dB X 的 任意 开 集 覆盖 中 存在 势 <ov 的 子 复 盖 。 

关于 (m,n) 紧 的 研究 工作 尚 有 JI。S。Gal[37]， 作者 文 
[38] 及 IIaposuuenxke 的 工作 [39]。 

定义 9。 CO, Nagata) "拓扑 空间 和 AAEM (,) 7518 
任意 YEX RaCon, FEIE X 的 邻 域 U。(XZ) 及 Se(z) 满 足下 列 
At. 

A) {U (X); ao, x 处 的 局 部 基 。 

(2) U,, (0) CU,, (X) KS, (0) ES, (X), H0, Ca, <O. 

(3) 2: y EU, (x), ， 则 S,GO nS, Gp 7 d. 

@ YEUX), WW Sey) CS, GO. 

此 时 说 序 对 集 { O02), S) . @<o,} BA 3 - 
Nagata 结构 。 

上 述 这 些 性 质 与 CG 条 件 非常 类 似 ， 且 作者 [41] 也 考虑 过 
类 似 条 件 ， 得 到 过 部 分 结果 ， 但 时 间 要 优先 十 二 年 之 久 。 

关于 o 可 距离 化 问题 Y. YasuiT 1975 年 证 明 
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定理 26。 对 于 拓扑 空间 又， 下 列 诸 条 件 彼此 等 价 : 

(D X or 可 距离 化 的 《在 拓扑 意义 下 ) 。 

(2) X 具有 性 质 ©). 

(3) 存在 X 的 一 族 开 覆 盖 (Uu aco.) 且 满 足下 列 : 

G.D U,»U, 4a<P<o, 8, “>? & “nag” 

(3.2) MEM XEX, (stæ, Ü); aco, EJ x i 
部 基 。 

(4) X & o- msi, HEE X W-RABEO., a 
<o,}, tk {st?(x, 0), aco, ER x 处 局 部 基 。 

G) MEM x€X X aco, HEX 的 邻 域 V(x)， 使 得 
满足 : 

(501) {V(X)，Q<@} 形成 hb, H a <a o, 
时 ,V。 (x) BV, (x). 

(5.2) 对 任意 XEX Ra<o,, HE B=B(x,a)<@,, ff 
当 V, GO DV. MAOH, A Vy EV). 

( XX o,- 可 加 的 ， 且 存在 一 族 局 部 有 限 的 闭 覆 盖 (Fs 
a-o,), METAR, 对 任意 点 EX Kx ERRU, 
存在 aco, ti st (2, F) CU, 

(7) Xo- 可 加 空间 ， 且 存在 一 族 “ 保 持 闭 包 ” (clos- 
ure preserving) 的 闭 覆 盖 {F.。，c<oy,} 满 足下 列 条 件 : 

_ NERA REX Rx HE RGR U HH aco, f st Gr, 
F) CU, 

定理 中 的 符号 说 明 。 妆 . 表示 集 族 ，st(z, Uo = UU, 
UCU, fi xcU), st?) = U(U, UCU, BUN st(x,U,) 
+$). 

u=0 时 ， 上 述 诸 条 件 分 别 是 Nagata-Smirnov 定理 , Nag- 
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ata Œ, Amnexcamnpos-Ypucon 定理 ，Frink €, Morita 
定理 及 Nagami 定理 ， 见 文献 [42]-[47]。 

上 述 定理 中 所 谓 or 距离 化 乃 指 拓扑 意义 下 的 。 应 该 指出 
定理 中 部 分 结果 由 1963 年 作者 [41] 及 I。Juhasz[15] 早 已 得 
到 过 。 一 些 于 1976 4 Nyikos 45 Reichel 独立 得 到 [48] 

$10, 乘积 空间 。 关 于 or 可 距离 化 空间 的 乘积 六 XY， 
Yasui 于 前 引 论 文 ， 证 得 

定理 27。 两 个 oo~ 可 距离 化 空间 的 乘积 仍 是 o 六 可 距离 化 
的 。 

然而 有 趣 的 是 下 列 ， 

M28, ik X. Y 分 别 是 可 ok o,- 距 离 化 空间 ， 又 
UEY, BMA Xx Y 若 对 某 个 序数 4 是 可 4- 距离 化 的 则 必 关 或 
Y 中 至 少 有 一 个 是 全 散 拓扑 。 

Yasui 举例 说 明定 理 27 不 能 拓 广 至 可 数 个 空间 的 乘积 ， 然 
而 可 拓 广 成 箱 拓扑 情况 。 

定理 29。 设 {Xj} 为 or 可 距离 化 空间 的 gc- 列 ， 其 中 1c1 
«o, MAIRE B X, 仍 是 o,- 可 距离 化 的 。 

定理 中 | c | 表示 序数 a 的 势 。Yasui 又 举例 说明， 若 将 
la| <ov 条 件 去 掉 ， 则 定理 不 真 。 

$11. 和， 了 映 象 

Yasui KF wx- 距离 空间 的 映 象 证 得 下 述 

定理 80, LX 是 oo- 可 距离 化 的 拓扑 空间 , 立 是 拓扑 空间 。 
又 设 存在 区 向 Y 上 的 连续 闭 映 象 了 使 对 任意 YEY，f"!1( 胃 均 
是 [om co], WY BE ou 可 距离 化 的 。 

定理 31. kX Ko, TRS, f Eh X 向 拓扑 
空间 了 之 上 的 连续 闭 映 象 ， 下 述 条 件 等 价 ; 
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D 对 任意 YEY 均 存在 邻 域 的 o7, PRAWE. 

D bf QD o, XI. o, RHRBE: BRAS 族 
WH <a, 

(3) Y £ o,- 3| SR BS IER, 

这 是 A. H, Stone[49];E 8 & K, Morita-S, Hanail50] 
定理 的 推广 。 

定理 32. i X, Y 是 拓扑 空间 ， M 是 ou- 可 距离 化 空间 。 
设 了 是 由 了 向 买 xXY 上 的 闭 连续 映 象 。 则 X 是 全 散 的 或 了 是 
oz- 可 距离 化 的 。 
由 定理 32 FTL, 35 X 5Y WARS ARM, Il X,Y E or 
可 距离 化 的 。 于 是 及 xY 亦 是 ov- 可 距离 化 的 。 这 正 是 D. M, 
Hayman[51] 定 理 的 扩充 。 


五 、 一 致 空间 及 接近 空间 (proximity) Ho, 路 
离 化 问题 


$12. 下面 考虑 ， 一致 空间 Xu) 的 一 致 结构 % fa EE RE 
由 ww- 距离 引出 的 问题 。 

与 作者 .上 述 定理 24 MAA, FW, Stevenson 与 W,J. Thron 
1969 年 对 一 致 空间 证 明 下 述 〈[18] 定 理 3) ， - 

定理 33。 可 分 离 (separable) 的 一 致 空间 (X, u) 可 以 
ou- 距离 化 的 充 要 条 件 是 其 一 致 结构 具有 线性 序 基 ， 这 种 基 中 
最 小 者 其 势 为 ov。 

.上述 定 理 优先 五 年 时 间 即 于 1963 FHE 为 作者 得 到 过 
(41) 。 在 解决 了 拓扑 空间 及 一 致 空间 的 @,- 距 离 化 问题 
([2], [18D 后 Stevenson 接着 考虑 了 接近 空间 的 同样 问题 。 

1971 £, F. W. Stevenson 〈[52] ) 推广 了 S。Leader 
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的 距离 化 定理 C53) 。 为 了 达到 这 个 目的 , 必须 采取 与 Lea- 
der 不 同 的 一 些 证 明 方 法 ， 为 着 引述 Stevenson 的 结果 ， 又 须 
引入 下 述 一 些 术 语 。 

3EXL10. ik 〈X, 6) PREZ, o, 是 一 正则 基数 。 

(D S pEXxX Èo EAN, YURA pH 3520,, 
且 设 4,BSEX，4xBnp 的 势 过 ov 时 ASB, 

(D XWA U KER oj=- 可 容许 的 , 当 且 仅 当 对 任意 ow- 
压缩 集 D HE (x,y) Cp RU Cu 使 得 XEU X y CU, 

(3) “对 角 线 ” 集 (diagonal set) k && & X x X X f 
A (diagonal) A 的 集 。 

(4) “HAR” KEk 是 ou- 可 容许 的 “对 角 线 ” 的 集 ， 
当 且 仅 当 对 任意 o ERE p, kN p74. 

Stevenson 的 结果 是 证 明了 下 列 

定理 34。 对 任意 接近 空间 ， 下 列 三 项 条 件 彼 此 等 价 : 

D (X, 9) 可 wx- 距离 化 。 即 其 接近 关系 可 以 由 某 o- 
距离 引出 。 

D 存在 ou- 可 容许 的 wy 覆盖 序列 (u), aco, B< 
co, uu, CEP Ua 是 ts 的 加 细 ) 且 使 得 《46B 的 充 要 
条 件 为 对 任意 a<w,, 存在 U。,， 有 UNA#$ 及 UNBz#4， 

O 存在 由 or 六 可 容许 的 、 对 称 的 对 角 线 的 集 组 成 的 oo- 
序列 {K。 a-o,), a«B i, K,CK, H A6B 的 充 要 条 件 是 
对 所 有 a<o,, AXBNK.+¢, 

8 13。Sikorsk[1] 及 作者 文 [2] 讨 论 了 wx- 可 加 拓扑 空间 
的 性 质 。Stevenson 则 讨论 了 o/- 接 近 空 间 的 性 质 [52] 。 

定义 11. 0) X 上 的 一 致 结构 (U) 称 作 是 oo 一 致 结构 乃 指 
NU UE CD),iEITJE(CTD)， 其 中 工 的 势 <ou。 ~ 
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b) 和 上 的 接近 (proximity) 关系 6 REE oğ, 
且 仅 当 ASU{B, iE 了 时 ， 至 少 有 一 个 iEI 使 AdB, Hh I 
的 势 过 @,。 

定义 12。 一 致 空间 (X, Ù) 称 作 是 ou- 有 界 的 ， 当 目 
仅 当 对 任意 UE (D) 存在 势 <o, 的 集合 4 使 得 ULA4] - X, 

X, Ù) 称 作 严格 @,- 有 界 的 是 指 ov 是 满足 上 列 条 件 之 最 
INF. 

XH 35. UO X 上 的 一 个 ov- 接近 关系 ， 那 么 唯一 地 
存在 一 个 严格 ov- 有 界 且 与 6 trit) (Compatible o,- — 
结构 ，0<v<p. 这 个 一 致 结构 的 基 由 一 切 形 为 {Aix A : EI 
的 集 形成 ， 其 中 |I| co, AB A{B, icI)-2X, 

这 个 定理 的 证 明 仅 须 将 ， 例 如 Thron[58]， = 0 时 的 方 
法 作 一 些 推广 即 可 。 

一 个 自然 的 问题 是 若 在 上 述 定理 中 限于 = p, EU “o 
一 致 结构 ” 改 为 “一 致 结构 ”， 则 上 述 存在 性 是 否 仍 唯一 呢 ? 
Reed 与 Thron 指出 [54]， ([53] 与 [54 作 者 均 未 找到 原文 ) : 
如 对 =/， 上 述 定理 中 存在 性 不 唯一 ， 则 对 任意 ></ 的 存在 
性 都 是 无 限 个 。 

[52] 对 ov- 接 近 关 系 证 明 着 下 列 

定理 36。 设 6 是 X 上 的 oj- BEXAR, 0<v<p, HD 于 
OSÙ) 之 间 存在 着 严格 递 降 的 ,严格 ov- 有 界 的 一 致 结构 
序列 ， 其 中 每 个 一 致 结构 均 是 与 6 相 和 谐 。 


六 、 有 关 的 其 他 方面 及 问题 


1975 Æ P, Nyikos 5 H, C, Reichel[55] 研究 了 有 零 维 拓 
扑 空间 ， 非 阿 几米 得 距离 等 ， 这 一 工作 与 本 文 讨论 的 问题 有 
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X. ORD. 
了 R。Hausdorff[33] 中 考虑 过 实数 的 超 限 序列 ， 设 
X= (Hoy iy oy Xo) 
Y= (Yoo Yis cr» Yor s )s (I9 
[3] 也 定义 了 序 及 加 法 运算 (参考 [2]) ， 同 时 还 定义 乘法 ， 
XY = (Xo Yos s KaYa) 。 我 们 认为 这 种 乘法 不 易 理解 为 实 
数 推广 《实际 上 ， 实 数 xo 可 与 (Xo，0，…，0,…) 相等 同 ) 。 
(561, 557] 推广 上 述 至 负 脚 标 ， 且 仅 限 于 aco, 
我 们 定义 了 新 的 乘法 ， 并 称 这 样 的 列 为 广义 数 ， 以 广义 数 
为 定义 域 及 值 域 的 函数 称 为 广义 函数 。 以 自然 方式 将 实 函数 的 
工 积分 推广 至 广义 函数 的 (G) 积分 。 使 得 非常 自然 得 到 6 函数 
及 一 般 分 布 的 理解 。 将 广义 数 运用 至 量子 场 论 中 的 Jordan- 
Wigner 反对 易 关 系 以 解释 近代 理论 物理 中 的 一 些 发 散 问 题 。 
最 后 指出 ， 这 篇 论文 并 未 将 or 空间 方面 的 工作 无 遗 地 包 
括 进去 。 据 所 知 ， 有 C. J. Knight 的 关于 箱 拓扑 的 工作 [59] 
及 与 $7 有 关 的 作者 的 一 些 结果 ([41]，[60]) 等 ， 这 里 就 从 略 
Ey 
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C.J. Knight 关于 箱 拓扑 的 一 个 问题 ， 
ER 


本 文宣 布 C。J。 Knight 关于 箱 
拓扑 一 个 公开 问题 Quart, J, of 
Math, Oxford (2) , 15 (1964) 
41 一 54) 的 肯定 回答 。 
$1. 一 些 记 号 说 明 
设 4A 是 一 标号 集 ，{E。:4€ A} 是 一 集 族 ， XE. 将 表示 
它 的 第 卡尔 乘积 。 
RE 4€ A， 是 拓扑 空间 。 取 UU,, GCA, HE WEF 
集 。 车 规定 XU. iB XE. 中 开 集 时 〈 其 中 U. T T Ep 
DFR) ， 如 此 定义 的 拓扑 即 是 箱 拓 扑 〈Box Topology), 
若 在 上 述 定义 中 加 上 如 下 之 要 求 : 
$la:4€ A, U,#E,}<m a.D 
所 得 的 箱 拓扑 空间 即 记 作 TnE Rn, Hope ERRBAE 
WH (沿用 [2] 的 记 法 ) . m, n 等 均 表示 超 限 基数 。 


* 本 文 发 表 于 1979 年 《陕西 省 数学 会 论文 选辑 ，。 
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ia, y EXE WEI, px 表示 2 的 “第 4 坐标 
射影 一 分 量 % “zs= prex。 并 引入 如 下 记号 ，8(x, y 
-(a:a€ A，Xo 大 Ys)， 于 是 显然 就 有 下 列 性 质 

5x, y) = dX=Y 


156, y Ub, 226, y) (1.2) 
$, y) =ò, x) 
引入 等 价 关系 R: 
xRy= sb, y)<r (1.3) 


其 中 7 是 一 无 限 基数 。 
在 等 价 关系 (1.3〉 之 下 Uni BM Wid te Te. 其 
identification map 记 作 p'. 


$ 2. Knight 的 问题 及 解答 


Knight 曾 于 文 [2 ] 证 得 定理 ([2] 定理 [6,3] ) 

定理 。 设 所 有 E= E, aCA, BERT 正则 拓扑 空间 
X r7 oo 则 p'D 是 IT PHARRR D EX ERRARE. 

Knight [2] RA, REST EMSA, Heer 的 开 
集 族 其 交 仍 是 开 集 ， 那 么 上 述 定理 对 这 种 了 是 否 成 立 ? 

我 们 从 正面 回答 了 这 一 问题 ， 结 果 是 : 

X23. BLE T 正则 拓扑 空间 ， AE h< RIK 
之 交 仍 是 开 集 。 则 prD 是 I7, 中 的 闭 集 。 
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ON A PROBLEM OF C.J. KNIGHT 
Wang Shu-tang 


Abstract 


We announced in this paper an affirmative answer 
to a problem raised by C, J, Knight (Quart, J of 
Math, Oxford (2) , 15 (1964) 41-54) concerning box 
topology, 
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某 些 能 够 用 有 理 数 直线 分 划 的 拓扑 空间 * 


王 成 € 


RRR BE ENSE E APP AREA 


推广 [L8] 的 主要 定理 ， 本 文 考 
虐 某 些 能 饮 由 有 理 数 直线 分 划 的 拓扑 
空间 〈 不 必 是 可 度量 的 ) 。 基 于 W . 
Sierpinski 的 定理 ( 引 理 1) 得 到 下 面 
的 结果 。 定 理 ， 正则 ,第 一 可 数 、 自 密 
并 且 遗 传 仿 紧 空间 能 够 由 有 理 数 直线 
分 划 ,。 定 理 .遗传 仿 紧 的 序 拓扑 空间 可 
由 有 理 数 直 线 分 划 当 且 仅 当 它 是 自 密 
的 第 一 可 数 空间 。 作 为 例子 ， 文 中 举 
出 了 一 些 重要 的 满足 上 述 定理 条 件 的 
非 度量 空间 。 我 们 取 序 ov 一 度量 空间 
U>) XA, WAFL: FEAR 
传 仿 紧 可 线性 序 空 间 ， 不 能 被 有 理 数 
直线 所 分 划 。 


+ 本 文英 文稿 即将 发 表 于 德意志 联邦 共 ME 刊物 “Manuscriqta 
Math” (HPP) 。 
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$13] 3 

#248 P. Bankston ft R. J, McGovern [1] , @ 

定义 1. RX MY AAMAS. Tk Y. 拓扑) 分 划 
和 如 果 存 在 由 Y 了 到 六 的 嵌入 族 ， 使 得 其 象 构成 了 的 一 个 互 不 
FAH) E 

关于 拓扑 分 划 的 系统 研究 已 在 C1] 中 给 出 。 在 解决 [1] 
中 所 提出 的 问题 时 ， C8] 中 证 明了 ， 对 可 度量 拓扑 空间 ， 能 
够 由 有 理 数 直 线 分 划 的 必 充 条 件 为 此 空间 是 自 密 的 ， 

在 本 文中 ， 我 们 将 推广 上 述 结果 。 为 了 这 个 目的 ， 先 做 一 
BOE. 

定义 24 HIPS) X 称 为 是 点 仿 Lindelof 83, dmm xj X 
的 每 个 开 覆 盖 ， 存 在 点 可 数 的 开 加 细 。 

我 们 的 论证 以 下 面 众 所 周知 的 W。 Sierpinski ;E 理 5 86] 为 
基础 : 

引 理 1 。 如 果 太 是 正则 、 第 一 可 数 的 自 密 可 数 空间 ， 则 
X AEF mz, X~Q, 

下 面 ， 我 们 将 集中 讨论 遗传 的 点 仿 Lindelof， 第 一 可 数 
的 正则 宏 间 '( 此 处 =T,) 。 将 指出 ， 甚至 当 “ 仿 Lindelof” 
由 仿 紧 代替 时 ,上 述 空间 也 未 必 是 可 度量 的 。 作 为 反例 , 取 习 是 
Sorgenfrey 直线 工 . 热 知 工 是 正则 、 35— 8 SOR HM f Lind- 
elof 的 因此 是 遗传 仿 紧 的 。 但 工 不 是 可 度量 空间 ， 因 为 乘积 空 
间 工 x 工 不 是 正规 的 。 

符号 约定 。 在 下 面 的 讨论 中 ， @ 表示 有 理 数 直线 。 YA 
是 拓扑 空间 的 子 集 时 ， 表示 A 的 闭 包 。 Ba, Y<X 表示 
X 能 够 由 YY 分 划 。 
123 


$2 主要 结果 


我 们 首先 证 明 下 述 引 理 。 

引 理 2 。 设 义 是 第 一 可 数 正则 空间 ，ACSX 且 x,€E 友 。 
WR QA, U Q«AU (x). 

WB. 设 A= U {A4; 4E4)， 其 中 4 是 一 指标 集 AQ 
AEA ， 并 且 如 果 4 尖 名 则 Aui As 4, BUT ACA, # 
在 序列 {x") 使 得 x € A, .Xxn->Xo。 设 Xn€EAm， 记 B= UAm 
U {Yo} ， 则 B 是 一 正则 、 第 一 可 数 、 自 密 的 可 数 子 空间 。 由 
8] 1, B&Q. AU (x) = U{Aa: 4 天 机，nEN)UB， 因 此 
Q«AU (xy. 

引 理 3 。 设 义 是 一 拓扑 空间 ，ASX。 如果 Q&A, Dix 
每 个 升 集 G 有 Q@<ANG. 

证 明 . i A= U (Ai :AE 为 如 上 的 分 解 。 由 于 G 是 开 
集 ， 如 果 对 每 个 EA 记 Bi= Ai1NG， 则 或 者 B= $ 或 Bi 是 
正则 、 第 一 可 数 、 自 密 的 可 数 子 空间 。 引 理 3 立即 由 纹理 1 
得 到 。 
引 理 4 。 XEEN, 第 一 可 数 的 遗传 点 仿 Lindelof 
空间 。 如 果 对 每 个 YEX 存在 一 个 开 46 MU), QU), 
则 Q«X, 2a 
WEBB. RUO mRNA, jÜU-(UGO:x€X),. H 
假设 ， 存 在 点 可 数 的 开 加 细 V = {v ao. HEIE, XM 
每 个 ac<o,， 集 V。 可 以 分 解 为 不 相交 子 $ ik V= UVa dt: 
MEAD BE Vere =Q, WV eR, HE 定义 可 数 集 
Vas 2 = U {V58 : DB<oo ME As A Va, 2 nVsuté). — 
般 地 ， 由 归纳 法 ， 如 果 Vi,x 已 定义 并 且 可 数 ， 则 定义 
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VEL = U(Vaii:f«co, MEAs HE Veit Voas. ) 
EUR, WV t= UV, WHI, Vor. 不 难 证 
WWE Via AVAN] Vial V ents 3 BikQ«X, 

利用 类 似 的 方法 可 以 证 明 下 列 的 

825. E X-X,UX, 是 正则 的 第 一 可 数 拓扑 空间 (不 
一 定 要 求 XN X= ERER X; 是 开 集 ) 。 如 果 Q«Xid- 
1,2) ， 则 Q«x, 

现在 我 们 可 以 证 明 下 列 

定理 1 。 设 和 是 一 正则 、 第 一 可 数 、 自 密 的 遗 EA 
Lindelof 空间 。 则 Q<X。 

证 明 。 在 定理 1 的 假定 下 ， 我 们 首先 有 下 述 断 言 。 

EHI. MRACK AH, WARE BCA RH BQ. 

事实 上 ， 对 每 个 点 LEX 存在 局 部 基 {Va(x)}, 其 中 nEN 
并 且 如 果 MN 则 Vale) Vn(X)。 由 归纳 法 不 难 证 明 ， 存 在 
WRF IN EB A): ACA, ASAS CAG, XH. 
WMR LE An, WV ne) n (Ang — (1079. B= UA. WB 
是 满足 引 理 1 条 件 的 子 空间 ， 所 以 上 述 断 言 得 证 。 

断言 2 . X" 5 HBS X= X,UX,, RHQ«X, 
E X, BUS. 

"Eb, 设 .w 是 具有 下 述 性 质 的 子 集 的 极 大 族 ， 对 每 个 
4Ew，4=~Q 并 且 如 果 AFA 是 .xf 的 两 个 元 素 ; ANA 
24. RXcUX-HX-X-X, MERX, AX, 是 
Ai, AAHS, HR CSX, 自 密 ， 则 C 将 包含 一 个 同 
胚 书 @Q 的 子 集 。 这 与 .w 的 极 大 性 矛盾 。 因 此 断言 2 得 证 。 

; ARMS EUR C, GEXC—A ERE <(CJ 如 下 ， 它 称 为 G 的 长 
Eon CA 表示 C 的 导 集 ， 则 有 下 列 
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C’aC'n.. mci... <p, 
Rp u BRR, C=CHEA 
ce (oe NC， 如 果 5= +1 是 孤立 数 ， 
Qe. 如 果 所 是 极限 数 。 

a(C) 表 示 第 一 个 满足 CO = CO 的 序数 , m B>a(c)， 
C^-C"O. HEC Bm, C=, 

WA LR PWT AR X= XUX:,， 对 应 一 个 序数 
Q(X,) 。 设 Q(X) 表 示 这 些 序数 的 最 小 者 。 则 定理 的 证 明 便 立 
即 由 下 述 的 断言 3 得 到 。 

断言 8 。 给 定 满足 定理 假设 的 空间 XX， 且 设 a(X) =a. 
如 果 对 每 个 了 定理 为 真 ， 其 中 a(Y)<ao, MSX, 

此 断言 的 证 明 分 作 下 面 几 种 情况 、 

情形 1 。 如 果 co= 0 则 Q«x, 

首先 ， 如 果 X:= gd, BRA QX. RK, WHR LARA 
M54 X2 X,UX, H, X, HAAR X: {Xo}， 则 由 引 理 2 
Q«X, 

HUA, a(x) = 0 表示 X, 是 散 的 (对 于 自身 〉。 所 以 对 每 
个 点 REX, 存在 开 邻 域 U(X) 使 基数 | U(x) NX |< 1、 显然， 
子 空间 口 (xX) 满足 定理 中 的 一 切 假设 ， 利 用 前 面 的 论证 即 有 
Q«U(x), 记 U=U{U(X) :XEX,} 时 , WASE 4,Q«U. 
ME X- X,UU 并 且 @<X:， 故 由 引 理 S,Q«X, 

“情形 2 。 如 果 ao= Bot 1 为 孤立 数 。: UX 是 散 的 CE 
于 自身 ) ， 对 每 个 LEK. 存在 开 B LU Gr) 使 得 | U GO 


X” | 和 1 ,. 子 空间 V= U(x) 一 {X。} 满 足 定理 假设 UVR . 


MOD 并 且 有 长 度 a(V)<<B,， 所 以 Q&<V， 由 引 理 2，Q@< 
U (x) 。 因 此 由 引 理 4 和 5 得 到 @<X， 
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情形 3. inm o, 是 极限 数 。 

由 引 理 3 ， 对 每 个 点 LEX, FERRU A K 
EaU(%,)) < 过 a6， 否则 将 有 GEX", KETE. 由 断言 3 
中 的 假设 ，@<U (Xx,) 。 于 是 据 引 理 4 与 5 得 到 @<X。 

至 此 断言 3 证 完 ， 因 此 定理 的 证 明 全 部 完成 ， 


8$ 3 一 些 推 论 


可 度量 空间 满足 定理 1 的 假设 ， 因 此 作为 推论 便 得 到 [8] 
的 主要 定理 。 

定理 2 可 度量 空间 能 够 由 有 理 数 直线 分 划 当 且 仅 当 它 是 
Bn. 

在 本 文 的 开头 已 经 指出 ， Sorgenfrey 直线 工 满 足 定理 1 
的 假设 ， 虽 然 它 不 可 度量 。 这 里 我 们 给 出 另 一 个 重要 例子 ， 即 
是 Suslin 直线 S。Suslin 直线 S 是 线性 序 拓扑 空间 ， 满 足 C. 
C。Cc。 但 不 是 可 分 的 。 如 周知 的 那样 ，S 的 存在 性 与 ZFC 独 
立 。 

zs[8] X py Cellularity 定义 为 c(X) = sup{| G | : G 是 不 相 
交 开 集 族 } +o EAD 。 由 条 件 c.c. c, RIAC so, 
不 难 证 明 ， 如果 XER, HeX) =o X KETA H, 
这 即 说 明 S 是 不 可 度量 的 。 又 由 Cc,c.c。 可 知 S 满足 定理 1 的 
条 件 。 f 

下 面 我 们 讨论 遗传 仿 紧 序 拓扑 空间 。 下 面 的 例子 说 明了 这 
样 的 空间 不 一 定 总 是 可 以 由 有 理 数 直线 分 划 的 。 

例 。 对 一 非 可 数 的 规则 基数 @,， 关 表示 一 切实 数 o, FW 
的 集合 ， 即 其 包含 一 切 这 样 的 元 素 XY， 


X= (Loy Lis very X02, éco, 
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其 中 x, 是 实数 。 : 

EXPBELTRKARBH+ ( 见 [7] ) ， RXR 
”一 具有 特征 ©, 的 序 群 。 度 量 函数 GS - xg | ia, y 
EX, (EX RA—o, SRS ll, BA (OR [2，3] ) oi= 度 
量 空 间 是 仿 紧 的 ， 下 边 我 们 将 看 出 天 不 能 由 有 理 数 直线 分 划 ， 
Hb, RAAB SOQ, HEX Ao.- 可 加 空间 ， 子 空间 A 
BA om 可 加 ， 这 显然 是 不 可 能 的 。 

下 边 ， 我 们 能 够 给 出 充 要 条 件 来 判别 遗传 仿 紧 序 空间 是 否 
能 够 由 有 理 数 直线 分 划 。 实 际 下 列 定理 具有 更 广泛 的 意义 。 

定理 8, 设 久 是 遗传 的 点 仿 Lindelof Jy 空间 。 则 Q<X 
SARAX 是 第 一 可 数 的 自 密 的 。 

证 明 。 充 分 性 立即 由 定理 1 得 到 。 

必要 性 。 由于“ 自 密 ” 是 显然 的 ， 仅 需 证 当 @<X 时 ，X 
ABR. Q«X KTR X T VL 4r RI) dn dE d p X 
-UQG:A€ A), Km XQ, it x CX, Wide A t xc 
Xi,。 设 {Xn} 和 {yn} 是 两 个 满足 这 样 条 件 的 点 列 ，Xn, Ys C Xo, 5 
XX. aX. Xa-Xa H. YX, 记 Vn,n= {XEX:XE 
(Ems Yo) FV = {Vm EN， 我 们 下 边 将 证 明 V 是 点 
Xs 的 局 部 基 。 为 此 设 U 是 任意 的 开 区 间 U= (a, bd), x CU, 
只 须 证 明 对 某 个 m 和 nr 有 Vm,"nSU RTT. BT X, NU 在 
Xi 中 开 并 且 包 含 Xe， 所 以 存在 对 子 m, n 88$ Xn EX nU, 
YPE X, NUV nU, EE. 

可 以 进一步 推广 上 述 定理 到 局 部 序 或 广义 (generalized) 
序 的 情形 。 广义 序 空 间 的 定义 以 及 与 疗 空 间 的 关系 可 参看 [5] 
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ON SOME SPACES WHICH CAN 
BE PARTITIONED BY THE 
RATIONAL LINE 
Wang Snu-tang 
Abstract 
Extending the Main Tneorem of [8] , we . consider 
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in this paper some topological spaces (not necessarily 
metrisable) which can be partitioned by the rational 
jine, Based on W, Sierpinski’s theorem (Lemma 1) the 
following results are obtained, Theorem, A regular, 
first countable, self-dense and hereditarily paracompact 
space can be partitioned by the rational line, Theorem, 
A hereditarily paracompact orderable space can be 
partitioned by the rational line iff it is self-dense and 
first countable, Some important non-metrisable spaces 
satisfying hypotheses of above theorems, as examples, 
are enumeratd, We take orderable cu-metric spaces as 
example to illustrate the fact; there exist spaces which 
are hereditarily paracompact, orderable but can't be 
partitioned by the rational line, 
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THE RATIONAL LINE PARTITIONS 
EVERY SELF-DENSE 
METRISABLE SPACE’ 

Wang Shu-tang 
Abstract 


In the present note we shall prove that a metrisable 
space can be partitioned by the rational. line iff that 
space is self-dense, This gives an affirmative answer to a 
question raised dy Bankston McGovern [1] 


AMS Subj, Class, (1980); 54B15,54E35 
topological spaces tapological partions self-dense 
metrisable spaces 


Recently P, Bankston and R, J, McGovern [1] 
established a number of interesting theorems coricerning 
topological partitions, (A space Y partitions a space X 
if there is a family of embeddings of Y into X such that 
the images form a cover of X by pairwise disjoirit sets.) 
One question they raised (Question 1.6 in [1] yis to 


*First published in «Topology and its Aplications» 
12(1981) 381-332, 
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determine whether every self-dense metrisable space (i, 
e., one without isolated points) can be partitioned by 
the rational line R, They answered the question 
affirmatively in the separable case, and it is the purpose 
of this note to give a positive answer in general, 

To prove the main result, we will use the following 
three lemmas, 

Lemma (W, Sierpinski [2] ). If X is a regular, 
countable, first countable,self-dense space, then XR, 
Lemma2 (see the proof of Theorem 1.4(a)in [1] 5. If 
X is a regular, first countable, self-dense space and x 
€ X, then there is a homeomorphic copy Qof R with x 
€Qcx, 

Remark, Lemma 2is an easy consequence of Lemma 1, 
Lemma 3 (A.H, Store [3] ), Every scattered metrisable 
space is o-discrete, as well'as an absolute F, relative 
to the class of all metrisable spaces, 

We now prove the main theorem of the present 
note, establishing an affirmative answer to the Bankston- 
MeGovern queston, 

Theorem, Let X be a self-dense metrisable space, Then 
R partitions X. 

proof, As in the proof of Theorem1.4(a) in t slet 
L= (Qi:icI }be a maximal collection of pairwise disjoint 
homeomorphic copies of R in X, By Lemma2, ULis 
dense in X, moreover S- X/UL is scattered, Assuming 


132 


S+@, we can use Lemma 3 to. obtain 8 as a countable 
union of closed discrete sets, Thus we can express S as 
a disjoint union UZ, Sa where each S, is discrete and 
“separared” -i.e.,for each n<o there is a family {Uz : 
x€Sn} of pairwise disjoint open subsets of X with xE 
U; for each xE Sn, 

For each prime number p>2let Rp CR denote the 
“p-adic rationals” (m/p" : m, n integers, nz1). Then 
the sets.R, partition R into a countable number of copies 
of R, each of which is dense in R, Thus for each i € 
I, Q; can be decomposed into a countable collection 
` (Qus :nco)of pairwise disjoint copies of R, each of 
which is dense in Qi; Let Ex={Qi.n? iC I), Then ULa 
is dense in X for each n; so for each n<o, X= Sa 
UL, is a self-dense metrisable space which is a disjoint 
union of a separated set (Sx) and a number of copks 
of R. Since the X»’s form a partition of X, it suffices 
to prove that each X, can be partitioned: by R, So 
without loss of generality, we can assume that the 
original collection L was chosen in such a way that S 
is in fact separated, say, by the family(U. : x € S). For 
each x€S, let L.—-L be a countable  subcolle- 
ction with x CUL. By Lemma], Q.- ((x)U UL») 
œR, so we can find an open V.cU: with xcV: 
and V:N Q: nonempty and clopen in Q:, Since Q/V: 
is clopen in Q for each QEL:, we have that V:f|Q«e 
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R always and Q- V:~R whenever QEL and Q- Vs Ø. 
Therefore the family 
L'= {Ve Qs: x€S)UU((Q- Vz:QE L):x ES} 
U R- U{Lz:x€8S}) 
gives a partition of X by R, O 
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二 分 支 理论 的 泛 函 分 析 导 引 
ER 党 
a x 


本 文 是 一 综述 性 文章 ， 以 不 大 的 
篇 己 较 系统 介绍 了 泛 函 分 析 的 基本 知 
识 ， 目 的 在 于 由 泛 函 分 析 的 讨论 引出 
物理 学 的 二 分 支 理 论 。 

“分 支 图 ”在 I。 Prigogine 为 首 的 布鲁塞尔 学 派 创建 的 
非 平 衡 热力 学 中 ， 占 据 着 一 个 关键 性 的 地 位 。 

本 文 从 证 函 分 析 的 角度 ， 来 向 物理 学 家 简要 介绍 二 分 支 数 
| 学 理论 是 如 何 从 泛 函 分 析 引 导出 来 的 。 本 文 一 共 分 七 个 部 分 ， 
' 前 六 部 分 介绍 泛 函 分 析 的 基础 知识 ， 最 后 一 部 分 介绍 从 泛 函 分 

析 引 出 二 分 支 理 论 。 


一 、 距 离 空间 及 压缩 映 象 


$1. 基本 概念 
定义 1.1 设 XX 是 一 集 ， 对 于 其 中 任意 二 点 *，Yy 均 有 正 


米 本 文 是 在 1979 年 全 国 非 平衡 统计 物理 会 议 上 的 专题 综合 报告 ， 并 
首次 发 表 于 该 会 议 的 论文 选辑 。 
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Silko Go, YW 对 应 且 满 足下 列 三 项 基本 条 件 ， 

(D pt, y) -0e-x-n 

GD p(x, Y =P, £); CRED 

did p(x, 2) <p(x, y) *p(Q, D. (三 角 不 等 式 ) 

此 时 称 X 为 以 o 为 距离 函数 的 距离 空间 

有 了 踊 离 的 概念 ， 即 能 定义 开 球 及 开 集 、 闭 集 等 拓扑 概念 
了 ， 此 不 详 述 。 下 面 只 介绍 一 种 “收敛 ”概念 。 

定义 1.2。 ”距离 空间 及 中 点 列 {Xn} 称 作 是 收敛 于 点 XE 
X, RELE L) 一 >0， 或 等 价 地 说 便 是 : 

Xe»0, IN (自然 数 ) ， 使 当 % 宇 N HPE Xr) «e. 

从 距离 三 角 不 等 式 易 知 

定理 1.1 H zx 一 >Xo 则 必 满 足下 列 条 件 ， 

ye>0, IN, “m, n>N p(xn, Xa) Le. (1.1) 

满足 定理 中 后 一 条 件 的 列 称 作 基本 列 ， 定 理 1,1 是 说 “ 凡 
收敛 列 均 是 基本 列 ”。 然 而 该 定理 之 逆 一 般 并 不 成 立 。 可 以 象 
Cantor 将 有 理 数 完备 化 为 实数 直线 的 方法 将 一 般 距离 空 间 完 
备 化 。 此 时 在 完备 空间 内 “ 凡 基 本 列 均 是 收敛 列 ”， 于 是 Ca- 
uchy 收敛 准则 成 立 。 

距离 空间 概念 的 引入 ， 能 使 许多 表面 不 同 的 问题 纳入 同一 
处 理 之 中 。 下边 举 几 个 距离 空间 的 例子 。 

例 1.9 维 欧 氏 空间 是 完备 距离 空间 。 

例 2, 在 研究 连续 函数 一 致 收敛 问题 时 ， 可 按 下 述 方 法 引 
AR. 

(0,1) 上 定义 的 -- 切 连续 函数 形成 集 记 作 C uui, CO, 
1) 上 每 一 连续 函数 此 时 乃 作 为 集中 一 个 元 素 看 待 (或 说 是 
《点 ”) , Ca, s 中 任意 二 元 x，3 之 间 的 距离 定义 作 ， 
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pO, = max] x) -yO1 (1,2) 
GAC, ,4 是 完备 距离 空间 。 
A3, KL, pA [0,1] 上 定义 的 一 切 př Lebesgue 
可 积 函 数 作 元 所 形成 之 集 ， 即 


fi x(t) Pdx<co, (1.3) 
Le wa P—X X, y 之 间 的 距离 定义 作 
p= [P126 -yo va] a. 


其 中 Pp HER, pi. FERRE PEA, L’ osn 是 完备 距 
离 空 间 (例如 参看 那 汤 松 《 实 变 函数 论 》 第 七 章 ) 。 
! ， 例 3 中 LPiteana 可 推广 成 多 元 函数 ， 例 如 定义 域 可 为 即 维 
欧 氏 空间 中 有 界 闭 或 上 代替 ， 于 是 得 到 完备 距离 空间 Ls (D) ， 
例 4。Chra (D), 。 这 个 空间 的 元 素 QD uD 上 的 函数 
CRABS 阶 的 导数 ， 且 k 阶 导数 均 满足 指数 4(4: 0<e< 
D fy Holder 不 等 式 | D*uco - Dug) |<Cla-y fu, v 
间距 离 plu, v) 由 下 式 给 出 


p(u,v) = 2 Sup | D'u (x) - D'v (x) | 


[lick xeD 


+ J) sup! DE- vie = D'tu- vin | "S 


[Ske ED x-y! 
其 中 l= (h, les la), Ills yh 
' Dru(x) = uo UP e Tu- vI) = u(x) -VX) 
Ox cree OH 
而 1 为 非 负 整数 。 


“很 容易 直接 验证 ，Ch+。 (DD ) 是 完备 距离 空间 。 
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se nena a en ERR E 


众所周知 ， 空 间 完备 性 的 作用 乃 是 被 限 理论 〈 因 而 整个 数学 分 
析 ) 的 基础 。 
$2. 压缩 映 象 原理 。 
波兰 数学 家 S。Banach 分 析 了 代数 方程 、 微 分 方程 、 积 
分 方程 等 的 一 系列 存在 唯一 性 定理 的 证 明 ， 抓 住 了 这 些 表面 不 
同 定理 的 本 质 而 提炼 成 下 面 的 一 个 抽象 定理 ， 即 著名 的 Bana- 
ch 压缩 映 象 原理 。 
定理 2.1 (压缩 映 象 原理 ) . 设 和 是 完备 距离 空间 ,了 是 把 
XRAB SWRA, HW EER R: 
p(Tx, Ty)<ap(x, y) (1.6) 
其 中 0<a<1 是 常数 ， 于 是 有 唯一 不 动 点 Yo， 即 X。 满足 方程 
Tx = Xo, H Xo 是 唯一 的 。 
证 首先 由 (1.6) ALT EXER. 
Xn 一 >X 时 Tx,—>T x, (1.7) 
XBRL, p(Txa, Tx)<ap(%n, X)—>O 
其 次 ， 任 意 取 CX, HRN. mo TH, y Hee Ts 
ee 于 是 得 一 点 列 
Xi, Hey t8, Kay oe i 0,8) 
由 压缩 条 件 (1.6) (Xm, Xa.) 一 = p(Txa-i TX») 
S00 (xm_1, Im) LP (many Xa) m "So" ‘px, EAN 
(1.9) 
于 是 由 0.0 , HERBRK n, PHAPR: 
plXn+p, Xa) S&D(Xn,p, Narn-i) +P (Xnop-15 Mam+p-2) +" 
+ OXn,., X2) <a"*P-1p (xy, X) £an*97*p(o y x ee 


D 不 加 声明 的 话 ， 本 文中 所 有 收敛 关系 均 是 指 在 范 数 意义 下 的 。 
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a^p (3;,25) = (Cntp-1 AMPH? e + A) p (Xy, Xp) <5 (ty. 


x) (1.10) 
由 (1,10) 知 (1,8》 为 基本 列 ， 设 1.8) 的 极限 为 X。， 
Xa—>x,, Hip Xn= Txa., 
. 便 得 Tx 一 >Xo， 另 一 方面 由 连续 性 0.7) 及 Xs 一 >Xo， 
又 应 有 TXxs 一 >TXx。， 从 而 最 后 有 
Tx, Xo ü.1D 
这 就 证 明了 不 动 点 的 存在 性 。 用 反 证 法 可 证 其 唯一 性 ， 设 Xo， 
X'o 是 二 不 同 的 且 均 满足 (1,11) 的 点 ， 于 是 Xo= TXo，Xo’ = 


Tx’, B (1.6) 
P(X, X1) = p(Tx,, TX!) <ap (xq, X’ 4) <P (Xo, 
%/) 这 是 矛盾 ， 因 此 不 动 点 是 唯一 的 。 《证 毕 > 


后 来 的 发 展 ， 愈 来 愈 显示 出 不 动 点 原理 应 用 的 广泛 性 ， 另 
一 方面 对 上 述 定理 本 身 的 研究 直到 近年 仍 有 大 量 的 工作 。 为 了 
尽快 介绍 基本 内 容 ， 这 些 均 从 路 了 。 CSE: RRM GZ 
函 分 析 讲义 >》 ) , 

除 完备 性 外 ， 还 有 两 个 重要 概念 值得 一 提 . 

XX. EX 是 距离 空间 ， 而 X 的 任意 点 列 {x} dist 
ARPA, WAX 是 列 紧 的 。 
.容易 证 明 ，X 若是 列 紧 的 ， 则 必 是 完备 的 。 逆 不 真 。 

EX. UX 是 距离 空间 ， 若 有 一 点 列 {xs} 存 在 使 fx 于 和 
BARAR, EBX 是 可 分 的 ， 


=. Banach 空间 
$3. Banach 空间 是 一 类 广泛 的 空间 ， 它 具有 代数 结构 
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(向 量 空 间 〉， 又 同时 有 量度 〈 范 数 》 概念 ， 

定义 3.1 设 姑 是 一 集 ， KES (CH) 数 域 ， 如 果 下 列 条 
FRZ, MX 为 一 复 GO 线性 空间 ， 

O 于 上 有 加 法 运算 “+? 使 得 和 在 此 运算 下 成 为 
Abel fif, 

GD 任意 复 Go Be EX E CXXTTION, axeX, 
乘积 满足 条 件 : ef 

(a) a (fx) = (aB) Xs 

(b 1x=x; 

(c) (@+B)x=ax+ Bx, 

(d) @(x+y) =axt+ay, 

定义 3.2 XA (GO 线性 空间 ， 且 设 VeeXHE 

义 了 非 负 实数 |x 上 满足 条 件 
© |x|20; HB. x-0«lx]20; 
GD |x*yl«lxi* lul 
Gb jex|- lel fat. 

KHR X RED 〈 实 ) 线性 赋 范 空间 ，x 的 范 数 为 xf1。 

.上 述 空间 内 ， 若 X,Y 二 点 之 间 的 距离 定义 为 : p (X,Y) = 
1x -yl， 则 自然 成 距离 空间 ， 若 此 距离 空间 是 完备 的 sur 
xR X 5i (Z) Banach 空间 。 

在 歇 氏 空间 内 如 何 把 点 与 以 原点 为 起 点 的 矢量 等 癌 看 待 是 
大 家 熟知 的 。 在 81 例 2 及 3 中 也 可 把 函数 当 作 “ 矢 量 ” G+ 
9g， 呈 均 理解 作 按 点 的 相应 运算 ) ， 市 Sd x sc xd 
Pa 0) (9 表示 群 中 的 零 元 )， 于 是 Lp(DD) 与 C14e (D) 均 
成 为 Banach 空间 。 

Banach 空间 的 例子 尚 有 许多 许多 ， 此 不 述 。 
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$4， 有 界线 性 算 子 

定义 4.1 由 线性 赋 范 空间 X rie e DIR t qe o 
ALY 中 的 映 象 T Xufegficr, D 是 算 子 了 的 定义 域 ， 记 作 卫 
CD, Wi NT) = {y: Y= Tx, x€DOD)2-T T HER. 

T 的 连续 性 ， Xn—>X 时 了 X 一 >TXe。 

THOT ME, BH Tœ y) - Tx « Ty. 

TWF KE, BHT @x)=eTx, (Wd TO) = 

全 的 有 界 性 是 指 存在 正 数 M， 使 当 YED(T) 时 17xj<M 
lx. 

具有 可 加 人 性 及 齐 性 的 算 子 称 作为 线性 算 子 

又 于 上 ORERE Y RER (或 复 ) 数 域 时 ， 映 象 T 即 

称 作 泛 函 。 

算 子 及 泛 函 的 具体 例子 很 多 ， 这 里 不 谈 。 下 边 只 简单 介绍 
它们 的 一 些 常 用 的 性 质 。 

定理 4.1 线性 算 子 了 连续 的 充 要 条 件 是 全 为 有 界 算 子 。 

证 。 充 分 性 ， 设 了 是 有 界线 性 算 子 ,于 是 由 1 Toe - Tax, |= 
HT Gc - x) || <M] xn - xv] HB PR 3E Aly x dx h Ten 
Tx,, 

必要 性 ， 只 须 证 明 : TERE, W THER, 实际 上 ， 此 
时 必 有 一 列 点 xs 满足 条 件 


[Tan] >n [xe], 若 取 xi = eT 则 有 


Jace" I7 ne 1-1) artes i- | Ar Jl 
"aed i | Txs|21. At, x«'—99 ij Tx’ 不 趋 于 


0. 因此 了 不 是 连续 算 子 (我 们 以 6 同时 表示 不 同 空间 的 零 
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元 ) 。 
下 边 我 们 定义 有 界 算 子 了 的 范 数 。 
定义 4.2 ARAT T 的 范 数 为 


ITI Supl T£! 


不 难 直 接 验 证 ; Mp BIT |i] Tx] MI oc E zz 
诸 M 中 的 最 小 者 。 对 于 线性 算 子 〈 即 可 加 、 章 次 算 子 ) BOE 
sal T |= sup | Tx, 
定义 4.8 KT, T, 为 两 个 映 卫 入 了 的 线性 算 子 且 D (T)) 
-D)T), @XT,+T., oT Hy 
(T+T,)X= TX+T,X 
(aT)X=0(Tx) 
知 ， 此 时 所 有 的 了 (不 妨 设 DT = X) 形 成 线性 赋 范 空间 工 
(GE SL 4,2 范 数 意义 下 ) 。 不 仅 如 此 ， 下 列 定理 成 立 
定理 4.2， 设 Y 是 完备 线性 赋 范 空间 ， 则 上 述 工 也 是 完备 
的 、 即 当 Y 是 Banach 空间 时 工 也 是 Banach Zz[8], HL HR 
性 算 子 空间 。 
定理 的 证 明 是 直接 的 ， 从 略 〈 可 参看 例如 南大 编 的 《 泛 函 
分 析 》 第 二 章 § 2) 。 
FHH, Hahn 与 9。Banach 的 线性 泛 函 的 延 拓 定理 是 泛 
函 分 析 中 基本 重要 定理 之 一 。 
定理 4.3 (Hahn 一 Banach 一 Ascoli) 。 在 实 线性 赋 范 空 
AX 的 子 空间 E 上 定义 的 实 有 界线 性 泛 函 了 (xz) 可 以 保持 范 数 
地 延 拓 到 整个 六 b, REFE X 上 的 有 界线 性 BPO) 满 
" i 
D xEE RS F(x) =f); 
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db [FIx- Hfis. 

证 。 只 就 和 是 可 分 空间 情况 作证 明 ， 一 般 情况 要 用 到 超 限 
数 的 理论 。 

EP, x EPE-A2z, ZR X ERS Xe， 首先 证 
BB. 

fc^» -Ifl«lz +æ Kf +N fhe hz” x]. 
实际 上 ， 上 式 可 由 下 式 立即 推出 
f(z’) -f =f — 2) SN lz’ -z"IxIfll-. 

(2^ + xol+ z^ xp. 

第 二 步 ， 由 上 可 见 不 等 式 成 立 inf {fe «off lz + 
zz sup {f (2") 一 12 + xx 有 。 前 一 确 界 记 作 c' 后 一 
Ch) MRE c"， 于 是 c"<c' 。 

第 三 步 ， 现 在 考虑 了 的 延 拓 问题 。 任 取 xX,E， 并 取 ( 真 ) 
tà ERREZE E,- (x; xoz+tx,, KI ZcE, t X 
数 }。 按 第 二 步 将 有 CC Rc Wie c" «c^, ER C c" exc, 
HEUER, fiztte) = 了 (2) -ct, BABS MAHER 

(DG) =E, DE), UFER Ifi 0H fT. . 

BOs, NAMM, RIERS ISIE je b 

KRR EDO; 加 = 2, +E, <O 的 情况 可 类 似 处 理 ) ,由 的 


MERA CERRO mc 


(+ . | p24 | 
-un-] 
此 即 -fGD-lfl« zo totol- ctos - f (2a) + 
Vf + lZ + tool] t 


J< -ct<- (5(¢ 2.) ~ 


E^ XQ De. 


从 而 不 难 推出 
Vio 1= 1f(zo) - ch [<I f+ zs + taol 
Tl file, lf. 

Bub, BGEX RATS, Xi x. e, 09 ce FE XB 
处 稠密 ， 可 按 前 四 步 办 法 ， 将 了 逐步 延 拓 成 整个 空间 X 的 线性 
泛 函 ， 且 保持 范 数 不 变 ， 此 不 详 论 ， 

《证 毕 > 

Bib. EX 是 线性 赋 范 空间 ,对 X rp EROS RE 6, 
则 必 存 在 证 函 fe) (自然 是 连续 、 线 性 ， 为 着 简单 起 见 ， 今后 
所 说 泛 函 即 认 作 是 连续 、 线 性 泛 函 ) 适合 : P= fro) = lool 

上 述 推论 说 明 , 在 线性 典范 空间 内 有 足够 多 的 泛 函 存在 , 设 
LEX, HAPX 上 的 任意 连续 线性 泛 函 了 恒 有 f(xzo) = 0， 则 必 
Xo=0。 Æ H 4,3 H Cyxompanos 及 Bohnenblust 与 Sobczyk 
独立 推广 至 复 的 情况 1938) . | 

$5. HAZA JE RT 

EF AU WE Sa] X 的 一 切 连 续 线性 泛 函 按 定义 4.3 形 
成 一 Banach 空间 (定理 4.2) 这 一 空间 记 作 义 并 称 作 叉 的 共 
HAR FAROER F. Riesz 求 出 了 各 种 空间 的 共 轩 空 间 , 例 
BH Locas nts AS IAL, 43 =Le 1) 等 等 ,其 中 p,9 是 一 对 i 
At + : = 1 MSM. iR p-28Eq-2, ML 空间 是 
E 3t RU, : 

现在 考虑 映 线 性 赋 范 空间 XAB- RERU A Y H e 
性 算 子 T, HEX, VRS, NERS CY 可 按 下 式 定 
XX bow ft, 

(1) 和 的 子 空 间 乃 指 其 闭 的 线性 子 集 。 
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f° @)=f(Tx), xEX, 
由 了 诱导 出 Y 一 入 的 一 个 线性 算 子 Tomy TEST, Jh 
Hahn—Banach 定理 可 证 下 列 

定理 5.1. T 是 由 线性 赋 范 空间 及 到 了 内 的 有 界线 性 
HF, 则 了 T* 也 有 界 ， 且 IT* 4=1T， 

dE, FEIT [c] Tl, EXC 4.2 及 该 定义 后 的 说 明 ， 只 
SUE filz 1A fo [I T] EÈ f Tf) 。 实 际 上 这 由 
下 式 立 得 《注意 fe) = f.(T)) 

If*oll= Sup Ifo (x) |= Sup \fo(Tx) |l ful Sup | Tx |< 
ITI. , 

Wl TIE T* |, RAGA x Eo 188 Ts [E T* EL (以 下 
ER fol= 18 fo ll T* b, 由 Hahn—Banach 定理 。 存 
EM for Ifol=1, Afo(Tx)=|Tx |, FR 

| Txo l= f.(Tx,) = fo" G9) <Sup Ifo" (x) |= fo" I< T* | 


《证 毕 > 


三 、Banach 空间 上 有 界线 性 算 子 


$6, Banach 的 逆 算 子 定理 ， 闭 图 象 定理 及 共鸣 定理 是 
Banach 空间 中 另 一 组 (与 上 述 Banach—Hahn 定理 相 比 ) E 
本 重要 定理 ， 这 里 只 提出 逆 算 子 定 理 ， 且 不 证 明 ,; 证 明 时 要 利 
用 完备 空间 的 “ 纲 性 质 ” (参看 南大 《 泛 函 分 析 》 第 三 章 定理 
LD. 

定理 6.1, (Bancah) , 假设 有 界线 性 算 子 了 将 Banach 
空间 X 一 对 一 映 象 于 Banach Sih Y > b, WIM FT th 
是 有 界线 性 算 子 YX 上) 。 
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$7。 全 连续 算 子 及 算 子 方程 的 Riesz 一 Szauder 理论 。 

本 节 主 要 目的 在 于 介绍 全 连续 算 T 的 Riesz 一 Szauder 理 
论 ， 它 可 以 看 作 十 典 Fredholm 定理 的 推广 ， 首 先 介绍 全 连续 
算 子 概念 。 

定义 7.1. 定义 在 线性 赋 范 空间 X 上 且 值 域 含 于 线性 赋 范 
室 间 并 内 的 线性 算 子 T 叫 作 全 连续 的 ， 是 指 它 把 X 中 每 一 有 
界 集 都 映射 成 了 HARRO 

这 里 不 叙述 全 连续 算 子 的 一 般 性 质 〈 仅 只 不 加 证 明 的 指 
H: 全 连续 算 子 4 一 定 是 有 界 算 子 ， 设 44 是 全 连续 算 子 而 卫 
是 有 界 算 子 ， 则 ABR BA 均 是 全 连续 算 子 ; 全 连续 算 子 4 
HRAT 和 A 也 是 全 连续 算 子 等 等 ) ， 这 里 集中 力量 研 究 形 
如 

Tx-Ax=y 

的 方程 ， 其 中 4 是 ( 实 ) 数量 且 240, TEREX EFAS 
内 的 全 连续 算 子 。 

在 这 之 前 还 须 作 几 点 准备 工作 

定义 7.1 (点 到 子 集 的 距离 》。 设 巨 是 线性 赋 范 空间 及 
的 子 集 ，。 rÆ X hE A, Me F E HERH pA, E) = 


inf fxs- 2]. 
Hx CE, MERA p(x, E)=0, 
5127.1 符号 同上 ， 且 是 线性 子 集 则 
®© p(xot+az, E)=p(x,, E), 其 中 z€EE,。 
GD pax, E) 2|a|]oC, E). 


(1) 所 谓 BEY 2 Y 列 紧 集 乃 指 BB EER ents. 
中 某 点 ) 的 子 列 。 
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证 明 是 直接 的 ， 例 如 GD 可 按 下 式 推 证 ， 


plaxo, 2) = infl ax,- z |= inf a |æ- z| 


m zZ 
-= 
7 |a inf [35 - 2" =la] p E. 
2€5 
其 中 应 用 了 五 的 线性 ，zE 忆 时 也 EE，( 以 上 曾 假定 a 大 


0， 因 《= 0 时 引 理 明显 成 立 ) 。 
@ 的 证 明 类 似 。 GER 
fib]. X, ETFE RU E, RRERXHATEA, WH 
HH EX, WE 
à jzil= 1s 
及 H 
Gi) px, E)za, Kp a 是 任 一 事先 给 定 的 正 数 Q<1， 
证 。 任 取 x, € X - E, Wp, E=d>0, 于 是 必 存 在 
ZEE fË] £o- zol<d+es(e 任意 给 定 的 正 数 ) 。 由 引 理 知 
P(X- Zo E)= pr, E)-d k 


Xo — Zo 
人 E)- ptam D 


a ， 取 。 充 分 小 可 使 了 >4， Me a= 


MEX a its 
TERT zz 2 ， 则 o, 即 是 满足 推论 要 求 之 点 。 《证 毕 》 
X 称 作 是 有 限 维 的 ， 乃 指 存在 一 组 有 限 基底 : 即 存 在 XX 的 
有 限 个 元 zi，x:，…，Xn， 任意 YEX 均 是 线性 组 合 形 状 
CIEE 
由 推论 1 显然 又 得 
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推论 2. X E — HE SERERE B97E EA Ee X. 为 有 限 维 
的 
证 ， 充 分 性 与 古典 分 析 中 印 维 欧 氏 空间 情况 的 定理 证 明 完 
全 类 同 ， 仅 证 必要 性 如 次 。 
反 证 法 ， 设 及 不 是 有 限 维 的 ， 依 推论 1 将 可 选 一 点 列 : 
Xis Xos g Xn, WERE GO xs 1 GD p(Xm, Xa) 
>a (mn) , th © (ARER (& (ii) {xs} 不 得 为 收 
BN, KETJA. 
GE 
在 算 了 方程 Tx-de= yp x! = de MT ST, 
立即 看 出 它 转化 为 T'x’ -x =y。 因 此 下 边 定理 中 仅 讨论 形 
TYx-X%=3# 的 算 子 方程 是 无 损 于 一 般 性 的 〈 其 中 了 是 全 连续 算 
T, TMX THÉIHO. 
5138 7.2. ib ys Txs— Xn, {Xn RAR AA], H yo-yo 
则 {zr} 中 必 有 收敛 子 例 {Xxr, }，〈 其 中 了 T 是 映 卫 于 自身 中 的 全 
连续 算 子 ) 。 
证 明 是 明显 的 ， 由 于 {Xn} 有 界 及 了 的 全 连续 性 ， 知 有 nl， 
Tu, oy T E THe, AIBA, 于 是 Xo, = THe, -ym 也 是 收 
WN, ; 
338 7.3. T 的 意义 同上 ,Ys= Txs-x«, Alyn} BHR 
点 列 ， 则 存在 有 界 点 列 {Xw。} 使 He= TX x8", (N=1,2,°"), 
. 证 。 设 满足 TX 一 X=9 的 所 有 XX ZHRAE MARE 2 E 
X 的 子 空间 MRE) ， 但 这 点 以 下 证 明 中 并 不 用 ， 对 每 个 xX。 
可 取 a" s HMM ae al >(1+ 1)p Ges, E) x’ CER 
X'-GXa- X', VAP IEW x*" 即 满足 引 理 条 件 。 
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由 x/.€E, 5| Tx'a-x'a- TXn 一 Xn= yn， 于 是 只 须 证 明 
x"s 有 界 就 行 了 。 用 反 证 法 ， 没 x"， 无 界 则 考虑 | 
ARPA WA a Deco. (必要 时 可 考虑 {yr} 的 一 个 子 
ARED , Foe ze EM 

: FUN: veal 

G Tzp-z&- Ix. (Tx*n- Xa’) = lani 

GD milza P= 1, ABIE 7.2 HALF Ze, } :zw >n 
于 是 gzo= z， @ BT WED . AGE. 

di m3l 7.1, pz, E = 


zh 一 >0。 


; 1 
P(x", DZT 

n 
上 述 性 质 中 的 G 说 明 za 1 ESE Zee, Mi Cii) 


a 
[n° | 


RBI (20) 5 2M. Bit (met) 必 是 
有 界 点 列 。 GEH) 

推论 1. X 中 所 有 形 为 y= Tx-x AEX) HTK y RK 
ERXBTZIH. 

显然 只 须 证明 E 是 闭 集 就 行 了 。 设 J EEB，yn->V。。 由 引 
理 7.3 HEAR AD (on) E. ya = TEn- Xn, 由 引 再 7,2 s) 中 
又 含有 收敛 子 列 {xn， }: Xs, X, HBA Tx, x. = lim Tz», te 
%,)=lim yo, = ze， 即 四 E 也 。〈 式 中 极限 是 在 范 数 意义 下 
的 ) ， 因 此 五 是 闭 的 . 

现在 讨论 算 子 方程 问题 ， 

定理 7.1, 设 T 是 映 久 于 自身 的 全 连续 线性 算 子 ,月 方 程 
Tx-x=y 对 所 有 YEX 均 有 解 ， 则 解 是 唯一 的 。 

E, RIER Tx-x=-0 RASMx=0, 用 反 证 法 Wo 
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Tx-x=O0 MSR, HLF S=T-1 CRESHDY , 于 

是 所 有 满足 SX=9 的 x 形成 XX 的 线性 子 空间 El， 且 El 至 少 

有 一 非 零 元 素 。 一 般 记 SS 并 设 Es 是 由 所 有 使 
一 n 个 一 


Srx= 0 的 x 形成 的 子 空间 。 于是， 

@ Hi S'xsS(), Tx-x- yu ftt RR ub: 中 所 
EZAERUESE EAE, AEM, moni E.2E. E 
Em#En, Alt, ECE, C CE 

(D SxnE En, Gt x«C ED, 

Gi) 根据 引 理 7.1 之 推论 1 及 《i) 便 有 点 列 {Xn) 满足 下 
述 条 件 : 

(a) x«C En 

(b) ]x«]2 1; 


(©) pla, Ex) >. Hifi mAn 时 
ps, 29i. 


注意 到 Txa=Sxntxn, 出 GD 及 GD 之 ©) Amon 
时 p (Tam, Tx) =| TXw- Txs| | Emt SEn- Sx«- Xn)| > 
l. 因而 {Txw) 不 得 包含 任何 收敛 子 列 ， 然 而 另 一 方面 。 由 了 
的 全 连续 性 及 (ii M O) ，{Txy} 又 应 包含 收敛 子 列 。 这 是 
FA. 因此 Tx = 9 只 有 解 %= 0. GEE 

前 曾 提 及 ， 全 连续 算 子 T 的 共 印 算 子 T” 也 是 全 连续 的 。 
于 是 同上 可 证 对 偶 的 。 

EBL 若 了 的 意义 同上 ， 且 设 方程 


O EREI, Sz,- 0, VOR m, 使 Sr,- x, HD CE, 而 
MEE, XX eS TURRIEASPNUX T Ag, 
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T'f-f-h 

对 任意 RE 每 XORAZM ATR, MRA, 

TAR 2H 7.1, A. 

以 下 转 入 上 述 定理 之 道 定理 。 为 此 先 有 

定理 7,2 方程 Tx-X= le 可 解 的 充 要 条 件 是 ， 对 方程 
T*f- 了 = 9 的 每 个 解 了 有 了 o =0. 

E. BURE. tfe T'f-f50 WM, FHS (TX 一 Xx) 
三 0。 从 而 fo (yo) = 0. 

充分 性 。 用 反 证 法 ， 设 Tx-x=y, 不可解， 即 对 xEX 恒 
HOTx-x-4. 根据 引 理 3 推论 1 一 切 形 为 y= TX-% 之 元 2 
形成 X 的 子 空间 EE 而 yo。 CE, FRE =(y: y=y,+tys, 
PEENE X MFA, 今 于 了 ,上 定义 连续 线性 BMS, 
A: ft, HP y=y+tys, Yı EE, RR Hahn - Bana- 
ch 定理 便 知 有 六 上 的 泛 函 fo 满足 条 件 : fe = 0，f U) 
=1, Ri y€E, Iib fa (Tx-23) 50 FE f, HET fe- fo 
=6, Aili feu #0, iX SQUE IB. H) 

定理 7.2 HET f - fh, 可 解 的 充 要 条 件 是 对 方程 Tx- 
x=0 K — i x H h(x) =0 

iE, BREGT fe- Sho FE f Tr- PS 
WO Tx-x208h, Linn 

充分 性 。 由 形 为 y= Tx 一 的 一 切 元 y 组 成 子 空间 也 " 
理 7.3 推论 1) 。 按 题 设 条 件 ， 可 由 下 式 定义 ELZA fo: 
fe M=hO), fo 的 线性 甚 为 明显 。 它 的 连续 性 可 这 样 证 
Hj. ga= Tx«- Xn H Yaya 时 ， 按 引 理 7.3， 不 妨 设 {Xs} 是 有 
界 列 。 青 据 引 理 7.2 xe} PR AW RF 9 (e. Xe, 9X9. Yo 
=Txo- Xo 此 时 h(x) RS fy ) m fL 
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上 边 证 明了 对 任意 {ys}， 只 要 yn->ye 就 必 有 {yn} 的 子 列 ， 
fe Un f Yes 这 就 不 难看 Hye yi f(y fe. 
it fe Ef 向 整个 空间 及 上 的 延 拓 。, 于 是 fe (Tx - x) - ho, 
T'fo-f.-h, BD fe EREZZE. GEHO 

定理 7.3。 (二 者 择 一 定理 ) 设 了 是 映 尺 于 自身 中 之 全 连 
续 算 子 ， 则 下 列 二 种 情况 中 有 一 且 仅 有 一 种 情况 发 生 : 

O 方程 TX-X=Y 对 一 切 Y 可 解 。 
Gi) 方程 Tx-x=09 有 非 零 解 x。 

这 个 定理 是 以 上 诸 定 理 的 总 结 ,， 设 O 成 立 ， 则 据 定 理 
7.1 Gi) 便 不 成 立 ; 有 反之 设 GD CRI ML, 则 接 定 理 7,.2" 知 
T'f-f-hx EX hT, GERIT 1* HRT f-f= 0 使 
只 有 解 了 = 9， 最 后 从 定理 7.2 便 知 Tx-x-yXN— Uy b H 
解 ， 因 此 (D 成 立 。 
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§8, Frechet 导数 

定义 8:1. it F(x) 是 映 Banach 空间 X 于 另 一 Banach 2 
WY WAT 〈 不 一 定 是 线性 算 子 ) . E X.CXGEN AM, Br 
谓 一 个 映 和 于 Y 的 连续 线性 算 子 F Ge) EF (x) 于 x, 的 Frec- 
het 93k, 7538 Rx) =F (ty +v) 一 下 (xs) -F (xy) vit, 


mp SUI RGs., v) lv. 
WA e iml Ee o, 


于 是 ， 线 性 算 子 的 导数 即 其 自身 。 也 可 考虑 高 阶 导 数 等 
$, A. 
8.2, ATF RE GO 数 C(R) F Banach 空 
间 Y。 Br FO T 4。 处 解析 乃 指 在 4。 的 某 一 8 PRA O> 
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0) , (办 可 表 成 下 式 : 


F(A) = 5) FAG-À*, FREY, 


mn 


式 中 无 限 和 理解 为 部 分 和 〈 范 数 意义 下 ) HRR. 

关于 Frechet 导数 有 下 列 公式 

X28 8.1. it F Hi Banach 空间 B, Bk A Banach zz [A] 
B 的 一 般 算 子 ，QX。 BV x (EB) 为 中 心 的 一 球 ，F 于 Ox, 
上 处 处 有 Frechet $38 F^ G2, 那么: 

Fo) -rw = f’ P! u+t0-w0) -dt 


上 式 中 定 积分 意义 仍 与 古典 分 析 同 ， 分 细 、 作 和 、 取 极限 。 
(〈 何 时 右 端 积分 存在 ， 又 积分 的 推广 均 可 参看 关 这 直 著 《 泛 机 
分 析 讲义 》 第 二 章 89. 

证 。 注 意 到 式 中 两 端 均 是 B 的 点 。 按 Hahn— Banach 
TE, RINER 3E 22 [8] B, 的 任 一 点 9 下 式 均 成 立 就 行 了 ， 

(Fv) -FG), p) = 小 Parto-w)w- 

-u)dt, p) 

式 中 《Xp》 是 B(x) 的 另 一 写法 ， Ge, p =p), 

为 此 ， 考 虑 自 变量 t 的 实 函 数 nh =<Fu+tw-u)), 
9》 。 这 里 四 是 任意 但 固定 的 。 由 y 的 连续 性 知 : 
F(u-*t(v-u)) - F(u*t(v- i)) 


"- 
ee rot 


p> 
= F’ (ut+t@-u))(v-u), Ø) 
利用 微 积分 基本 定理 (Newton - Leibnitz AR) ， 
na -30 - ( n dt 因此 得 : 
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lF) - Fu), p) = [iF urtw-w w-wdt g 
LI 


这 里 再 次 用 到 9 的 连续 性 。 GEE 
推论 . 若 F (x) EWE IF (x) [<e<1, WAIFM - 
-F u) [«e] v - u B] (CO 是 压缩 映 象 。 

证 明 与 古典 分 析 中 类 似 的 定理 完全 同 。 这 里 要 注意 在 一 般 
情况 下 对 不 同 的 X*，F' (x) 代 表 不 同 算 子 ， 上 述 条 件 是 说 每 一 
这 样 算 子 均 有 IF’ GO <e, 

定理 8,2。 (ERED . REA ©, D CRB, 
EPRA H, FO, x , RXB >B? (4，x) 有 连 
续 的 Frechet 导数 ， 并 设 ， 

@ Fo, 6)=86, 

Gb F'x@, 0 具有 从 Bs 到 B, UE OKT: D, 

I+ Fx(o, 6)=1 (BB, 
Px(0,0-D-I — (B,-»B,) 


则 有 点 o 的 邻 域 G， 及 函数 x (72) ， 尺 ->B,， 满足 下 诸 条 件 ， 


G) x(0)=0 
Gi) FQ, x(A))=0 YEG 
Gi) x' A BEER, MAG 


这 里 应 注意 我 们 以 同一 符号 0 ACRI ROSE ONS 
它们 不 同 )， 为 了 简单 又 以 同一 符号 工 代表 不 同 空间 的 恒 等 映 
射 : IX=X.Frechet 导数 的 连续 性 是 指 |4|<6, [PEC (6 充 
DN HIF: Aty, xe»-F', A, x) <eR 及 | F A+, 
x+v)-F’,(A, v) <e. 

证 “依次 证 明 以 下 几 点 : 

(9) 存在 充分 小 的 6>0, 只 要 | 和 1<6 及 | rs [<S REF 
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(Ay, %) 就 有 有 界 逆 算 子 。 
根据 Banach 逆 算 子 定理 6.1， 只 须 证 算 T E’, Ay x) 
是 一 对 一 映 于 B, 上 的 。 也 即 对 VUCB,, Jj FO, xv 
=U 有 唯一 解 vE Bi。 为 此 ， 考 虑 方程 4E= -T F'O 
xo)E+T4 或 与 之 全 同 的 方程 : 
A£- -下 (BR' (Ag, x) - F',Q, 00£4Tu 
容易 看 出 ， 只 要 上 方程 B>B) 有 唯一 不 动 AY, RR 
F'QQ,, %)v=u 有 唯一 解 v。 于 是 (2 的 证 明 也 就 完成 。 
ix Banach 的 压 缺 映 象 原理 ， 为 了 达 此 目的 又 只 须 证 4 是 一 
个 压缩 算 子 。 证 明 如 下 ， 
1 AE, - AE f= IP * Œ., x) -F (0,0) i- §) | 
SIDI. E.A, x) -T'.0, 9° lé- él 
因 题 设 知 F :连续 ， 于 是 必 存 在 正 数 6，|4|I<<6: 及 1z1<5 时 
| AE -48 <a lé- él (D. Bit (a) 证 完 。 
O) V4h,EG， 有 且 只 有 一 点 %(4o) CBr, WEF, x 
(40))=0. 
容易 看 出 x OQ 满足 已 (lu，x (6) 2 6 的 充 要 条 件 是 : x 
(40) 是 算 子 方程 
QY (x) =Ix-T + FA, x) 
的 不 动 点 。 因 此 ， 按 压缩 影 象 原理 只 须 证 QU (x) ( 当 Ay 充分 
小 时 ) 是 压缩 映 象 即 可 ,又 据 定 理 8,1 之 推论 只 须 看 Q” QD. 
(x 不 同 ， 后 者 代表 不 同 算 子 ) 。 这 很 容 A: MIO) |= 
II-T E Ao, 2) [ii F/;0,,2) =F’ (0, 0) - E, x) Bi, 
EAL col 2 IP RGA, ISI TRO, 20]. SUE 
n OF’, 的 连续 性 必 存 在 正 数 6， 使 当 |4,1<6, 1x] 0; 时 
|Q?*" (x) <a(la<D), 于 是 ©) 证 完 。 可 以 证 明 X%(4) BE 
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续 的 。 

最 后 证 明 : : 

O x (人 在 处 充分 小 范围 内 存在 且 连 续 。 

按 Frechet SR, BFA+h, A+ BIA 
F(Ach, xA+h))=F(A, x(Q)) +F A, Xh F À, 
x (A)) Ex +h) — (A) 1+ R. JA O) 3768 A | 0. (10.7 00 EE A 
+h) -x)= -EF/,0, LADI F',U0, xQ)Dh-R', H 
ri R/ =E, A, x0)317R, TR’ f=o(RP=odAD, 
BD a! (Ay= - FCA, LADI F/ A, x0). S SR x^ AD 
还 是 连续 的 (6 充分 小 ,此 处 又 用 到 也 ' 的 连续 性 )。 

《证 毕 》 


XA, Hilbert 空间 


§9 定义 9.1。 (内 积 空间 ) . RX AM O RRK E 
的 线性 空间 。 若 对 于 X 内 任何 一 对 元 素 x, y 均 按 某 一 法 则 与 
一 复 ( 实 ) 数 Ge, y) 对 应 ， 并 且 ， 
Q (ax, y) = a(x, y: 
GD w, p=G, D (eda HHO , 
Gi (e+y,.2)= (4%, 2 + (Y, 2) 5 
Gv) Qr, x)20, HNH x-0Bf Gc, 2) = 0, 
X SCA ED AREAS. Gr, y) Jx, y 的 内 积 。 实数 域 情 
况 (ii 显然 是 x, y =, 2). . 
ARE X ESISLA SEC n Es (x，z)*， 此 时 便 得 到 
赋 范 线性 空间 ,, 当然 更 是 距离 空间 了 。 x+y] iyl 
WHEW), WHER AR Q— Qv) d GeeAy, x2) 20, B 
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YIA + Ay x) +A) + (5,3) 20, BS A= - a 5 
Blix, pi<iai-lyl 最 后 便 有 Quy, x+y) =w, X) 
Qu Dre, Wry, 0) Qe, X) 9 QI, WD 821 €x» 1 1 
= del+tyb?, Wele e y Ee d E uy D ASHAR [6]. 便 
X Hilbert 空间 。 下 边 介绍 射影 算 子 概念 、 

首先 提出 下 列 

引 理 9.1 对 内 积 空间 口 ， 下 列 公式 成 立 : 

Ix*yFIx-ylFz 22x + aly? 

这 个 引 悍 可 由 内 积 公理 直接 加 以 验证 ， 这 里 从 略 。 反 之 ; 
若 -一 Banach 空间 的 范 数 满 足 上 式 ， 则 其 范 数 可 由 内 积 引 出 ， 
不 细 证 了 。 、 
定理 9.1. ( 直 交 分 解 ) 。 设 M 是 完备 内 积 空间 U WFE 
间 ， 则 对 任意 XEU， 可 作 下 列 唯一 分 解 

X-xX,*2, HEM, ZLM, 

式 中 wo Jy x dE M 上 的 射影 xy- PuwX， 忆 又 叫 射影 算 子 。 
ZLM 的 意思 是 对 VYEM 有 Qr, y) =0) 

证 。 先 证 上 述 分 解 的 存在 the BRAD oc, M)>0 
的 情况 证 明 即 可 。 设 p(x, M) = a, 于 是 存在 点 列 {Xn} x EM 
H px, x»)—2»a, WE IEMA (c) BEA, H5] EE 9.1 55 
知 

EP (Xm, Xn) Y=)xn- x«l = Em- x+ x-x4221x— 
ET TEE e~ Bet Hef , 
Bü ncM, meM KMETE: Ttf cM 


因此 | «- ez" Ioa. REUK, Ym, nch, ER 
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mle, PAAR, MARLTBAE, MBA p(x, 
Ln) -一 >0。 因 此 {z} 是 基本 列 。 今 设 Xm rH. HS Z= 2-H, 
W|x-2x,-z, VA'FüEz.LM: 和 
P(x, Xa+ iy >a FE: 

æ< x- x- yl =]x- xl - 2Reà x- x y)]+ 
lA Ply l= a- 2RelAce—x,, WI+lAriyl. 
即 是 —2Re[AQc-x,, YISI A Pyl 
WAKEH e, ik e 一 >0 看 出 Rex- 2s y) = 
取 4 为 纯 虚 数 ic, i e-0 MAW Im@e—x, Y =0。 这 就 说 
Bjr-2x,, y=0, HH ZLM, 分 解 存在 性 至 此 证 完 。 

次 证 唯一 性 。 显 然 只 须 对 X = 0 的 情况 证 明 即 可 。 洲 0 = 
Hot ZA XLo Lz, MNO =x +z = (y+ 2，Xo+2) = 1x 

*|zl-0. Hob wo=z=0。《 证 毕 > : 

对 于 射影 显 有 : [Puxl'«lxl, BSSjRSAXMxCM, 

一 个 经 常用 的 Hilbert 空间 例子 即 五 :， 这 里 不 细 论 了 。 一 
个 有 趣 的 定理 是 完备 、 内 积 空间 内 连续 线性 泛 函 的 Riesz 表现 
定理 。 

定理 9.2 《Riesz 表 现 定理 ) 。 定 义 在 完备 内 积 空 间 U 上 
的 每 一 个 有 界线 性 泛 函 f(x) 都 可 表 为 如 下 形式 了 (x) = (wu), 
其 中 元 素 WwEU 由 泛 函 了 (x) 唯一 确定 ， 且 有 f= 上 1。 反之 
对 于 任意 的 WEU， 由 等 式 了 (xz) = (xX, wW-—X 55x TU 上 
TREZE f, BIfl-Iul. 

证 。(a) 。 先 在 了 (Xx) = (x, WRR uE BI fI ul 
由 定义 9.1 后 面 一 段 中 曾 证 明 的 不 等 式 | (x, w) Ix] xl dul. 
FRESCO) =, WEBES Id ul [xb ROLE f Ec ud. 
又 于 了 (Xx) = G, WR =u, | fao] ui * lul. 因此 
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Ifl=lal, BS, u+0 Rr fO FG u, 20 之 0) 也 是 明 
mu. 

(5 由 上 面 一 段 论述 ， 看 出 定理 的 后 一 半 其 为 明 显 。 对 
于 定理 前 一 半 也 只 须 证 明 存在 性 如 次 ; 

设 f(X) 千 0， 由 于 (YX) 的 有 界 、 线 性 推 知 下 列 荆 是 口 的 真 
子 空间 

L-(x:fQx)20, x€U}, 

由 此 及 定理 9.1， 存 在 zu:Xo 上 工 。 不 妨 设 | x= 1. HE f Gc) 
2660, FX Vx, HW f) =B 则 x 对 工 的 直 交 分 解 必 是 
s= Êa,+z, ZEL, 后 一 结论 证 明 如 下 ， 


考虑 X -Bx,， 由 F f(x-2)-1 (x) - E fap = 有， 


a a 


-B.a-o, he=x- Beeb, Wie s EF LESE A 
是 多 = Save, zEL, 
RE, Musa, mix, w=(2x,+2, ax)- 8. 


Q(Xys Xo) +a(z,X.) = B-fG) (利用 了 jxoj= 1，XoLZL)。 至 
此 ， 定 理 全 部 证 明 完毕 。 
利用 上 述 定理 于 Hilbert 空间 即 得 让 共 轰 算 子 概念 (Tx, 
D= (Xx，Ty)， 在 量子 力学 中 大 家 都 很 熟悉 了 ， 不 再 细 述 。 
下 边 再 给 Banach 空间 内 隐 函 数 定理 一 点 补充 ， 而 不 予 证 
明 。 


六 、 两 点 补充 


$10. 定理 10.1. 在 隐 函 数 定理 中 ， 若 4 取 复 数 ， 其 它 
假设 照 日 ， 则 解 A) 是 解析 的 。 
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我 们 还 将 提出 Riesz—Szauder 理论 的 下 一 结果 但 不 证 明 
了 : 

定理 10.2。 设 T 是 全 连续 算 子 (B>B) ， 则 方程 TX 一 x 
= 0 的 解 x 所 组 成 子 空 间 的 维 数 与 方程 了 "了 -了 = 0 的 解 了 所 组 
成 子 空间 的 维 数 相 等 。 


七 、 分 支 现 象 


这 里 以 粘性 不 可 压缩 流体 的 Navier 一 Stokes 方程 为 例 ， 
说 明 如 何 利用 第 一 部 分 介绍 的 泛 函 分 析 最 基础 内 容 处 理 单 本 征 
值 情况 的 分 支 现象 ， 所 提 的 一 些 技巧 方面 对 更 一 般 问 题 是 有 用 
的 。 c l 
$11, HAMA Navier - Stokes 方程 是 


- OP 144,99. i- 
ui Aust Mar TAL t) (i=1,2,3) (11,1) 


不 可 压缩 且 无 源 条 件 是 : 


Ab p ERREN, w 是 速度 分 量 ， 分 别 沿 ns aay ora, 
ARSE, RI, w= Sh, 。 此 外 对 重复 标号 要 求 和 。 
BE RAD 外 力 时 ， 则 定 态 方程 是 


ZI Ju, Su 421,2, 3) 
4 A 


| Oui _ ; 2 
ao (11.2) 


注意 方程 中 的 未 知 函 数 是 Wi(i=1，2，3) 及 p。 
HS RARKRD, BRE DD 的 边界 OD 上 的 边界 条 件 取 为 
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ti| 0D= Y: (11, 3) 
则 由 无 散 度 方程 SU = 0 得 ， 


ofp ES dx- Jap u;u;do = m 

RHO, V2, v) 是 边界 的 法 问 单位 矢量 ，dx 是 体 积 i, do 
是 面积 元 。 

Leray 用 拓扑 度 方法 证 明了 边 值 问题 (01.2 , (11.3) 
对 任意 4 至 少 有 一 解 。 这 里 要 研究 的 是 ， 假设 对 应 于 4。 已 有 
一 解 Uo, Ao) 研究 4 接近 A, REAR UCA) 的 问题 。 

idu uv, A= Atr, WH ALD, (011,2 及 
(11.3) 分 别 有 

和 2=VDp-YVpo+rtoVta+AOVD+ (Ay +T) (U, VU + 


EX V47 o 1.4) 
Qvi 

Ox: =0 (11,5) 
v|dp=0 (11.6) 


为 着 后 边 的 讨论 ， 必 须 引入 下 列 的 一 些 空间 方 能 运用 泛 函 
PROBE, UD 表示 具有 光滑 边界 的 三 维 空间 区 域 ， 引 入 
的 Hilbert 空间 工 , 是 

L,(Q) = {Us U= (Ui, Uz, Us), U(x) EL, (9) } 

并 定义 子 空间 

Ho= {w : wel,(Q), Bxt veec D, [owe 
“ Vedx=0} (C (O) 表示 具有 连续 偏 导数 的 函数 关 ) 。 

P, BL, (9) MAF 258] Ha ECT, Ho rh e He 
vécC' a» ,| gt, Vedx- o &WR o- P stg vwcH. 
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也 有 |o w+ Vede=0, RE VPL He, itp. (VB =0. 


(a, xni U, V =X fo unde), 


mn 


从 方程 《11,2) P. (Au- Aus Vu) = 0 引入 线性 算 子 A= 
Po。A， 并 引进 一 些 记号 ， 
NG, m) = P.G* Vn) (11.7) 


Mo, V) =No, V) +N(v, Uo) 01.8) 
L,v = Av- AM (usv) (11,9) 


由 方程 (11.4) 《两 端 作用 Po 后 ) 不 难得 出 

Low=tNWo, V) +AN(v, v) +M (uo, V) (11,10) 
其 中 心 满 足 条 件 1.5) X 1.6) 

$1, $2 中 曾 引 入 空间 C4o(D) ,这 里 再 引入 Banach 空 
fa 

Chasa = {u :| 


Aye, UCHs, HED E 
ivu= Qu; - 
divus ~ i-o] 


AVAMETIEH: 5L TMA, WD Qu, A) 点 不 
出 现 分 支 。 为 此 先 从 一 些 引 理 开 始 。 
引 11.1 3 fi€C. 而 Wi 及 PP 是 下 列 方程 的 解 : 


[Veo arth 


divu=0  . (11-11) 
u|àp- 0 
则 必 存 在 常数 C， 使 得 
00 Tule<Clf ls; Hplire<Clf le (11,12) 


其 中 数量 函数 p BE plus 见 83， 而 矢 函 数 的 模 可 取 作 
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" 3 * 
lu eee = 2 luis 等 等 ， 以 后 同 此 。 
; = 


引 理 11,1 的 证 明 是 属于 微分 方程 理论 ， 这 里 从 略 。 
引 理 11.2 如果 方程 Lp = 0 没有 满足 边 值 条 件 p 10p= 
o RFH, ML, 必 可 逆 并 有 常数 C 合 于 ; Luhrs 
Clu la : 
i. 由 (11.12) , Gud Au-f i M, XKohfcc.,. 
则 , 据 Banach HATER, A KAA REC An Coo Coss 
(定理 6,1) : 
设 Lo = f， 将 两 端 作 用 算 子 AHE ALD Zoo 的 定义 


得 

u-aA"M (us, v») =A- 才 . (11,13) 
其 中 zlop=0 -(11.14) 

分 别 证 明 以 下 几 点 : 

(Q)。A-'M (uo。，，) 是 Co4o,。 上 线性 全 连续 算 子 。 

“线性 “容易 直接 看 出 。 以 下 证 “全 连续 性 ”。 

首先 ;上 面 已 说 明 AESAAT, TE i 

| AZM (uo, V) hs <Ci M (uo, v) flo (11,15) 
其 次 由 ALD, (11.8 及 $1 中 范 数 定义 不 难看 出 

IM Q5, v) ls Cil vir : (11,16) 
由 11.15) R 16 , 便 有 常数 C 合 于 

| AM, v) roeClv lise 《11,.17)..: 


最 后 ， 由 VECs4。， 及 $1，$ 3 中 范 数 | 。 llus 的 第 二 个 式 子 
可 以 证 明 : Be ERM lve AMES AM v BS BRIG 

ZlY hisa BC SER FX (vss): Una Uo (此 地 不 证 )》 o 因此 , 由 
《11。,17》 式 知 


| A7M Q5, Unt) - A'M (Uos Vo) lis = || A7M Govss - Vo) asa 
xCx]|va-vli«-0, AIM, -) BAR RRR A K 
fg, Bit (0 证 完 

(b) 由 二 者 择 一 定理 7.3 R (A) ， 再 由 题 设 条 件 对 任意 
FEC, HE (11.13) ， (11.14) 有 唯一 Hv, Blois «C 
A'fl Cf la 《证 毕 > 

53 031.8. ING, v) l;Clulelvl«e 

容易 直接 验证 。 CAM) 

现在 可 以 提出 本 节 的 主要 结果 是 : 

定理 11.1 如 果 工 ,可逆 ， 则 对 充分 小 的 t, 方 程 (11,10) 
有 关于 T+ 解析 的 唯一 解 ?(vE C, 9. 

iE. 将 (11,10》〉 两 端 作用 Lo"! 便 得 

v= tL N Q4, Up) -ALN (w, v) - zL^7'M (tov) = 0. 

(11, 18) 
由 引 理 11.2, 11.3, f. 

ILN, wbhesCING, :l«xClul«*Iuls 
Chu lo Ast L'N (u, w) Pi Cyo,o 映射 于 自身 的 算 
子 ， 易 知 其 关于 u 有 连续 Frechet 导数 。 将 方程 (11.48) Æ 
Jg Fc, ») =0 于 是 下 列 条 件 满足 

G) F(o, 0)=0 

Gi) F'/v(o, 0)=I1 F’r(o, O0 2 L^NGs, u)t, 

(这 些 条 件 容易 直接 验证 》 从 隐 函 数 定理 .〈 及 定理 10.1) ， 立 
得 定理 的 证 明 。 《证 毕 > 

上 述 定理 说 明 ， 当 工 , WRN, A Qn, A) 不 产生 分 歧 
点 。 

§ 12。 现 在 讨论 Li FH RAR 
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这 时 , 按 引 理 11,2, Lo = 6 有 满足 边 条 件 p|6p = 0 的 非 
零 解 po 因此 0 将 是 算 子 Li 的 一 个 本 征 值 ,我 们 这 里 仅 就 0 是 
单 重 本 征 值 的 情况 下 进行 讨论 。 再 将 LRS H: L= A- AM 
CUa, +) ( 见 11.9)， 设 (4，?zo) 已 满足 (11.2) X (11.3》， 
以 下 还 要 在 (4h。，wo) 的 邻 域内 研究 (11.2) ， ALD 。 注 意 
到 01,2) 的 第 一 方程 可 写作 (两 端 作用 算 子 Po) 

Au(A) - ANu), uA) = 6 12.1) 
那么 所 谓 分 支 现象 即 是 下 列 问题 ， 能 否 在 Cn, uy) 的 邻 域 中 
找 出 方程 的 另 一 解 族 CER. 2%(4) 当 4 固定 时 ， 代 表 对 应 于 此 
A 的 方程 的 一 个 解 ， 而 人 (ho) = u,) 
BRAS vA) =u +2 且 由 (12.1) SFR 
AvA) - AN@(A), v0) = 8 . 02.2 
相 减 可 得 
Az-AM(u(dA), 2 -AN(z, 2)=0 02,3) 
5j 01,9) 相对 应 ， 这 里 再 采用 记号 
L(A) = A-AM (utd) *) (12.4) 
11,9) 即 工 (40) =L,) 则 由 (12.3) ， 所 求 定 解 问题 又 可 S 
de cw 
(LO 2—ÀNG, z)=0 
1 divz=0 : 
zlàp-0 : . (12,5) 
(参看 ULD 后 国 括 弧 中 的 说 明 ) 所 谓 分 文 问题 即 是 ， 
(12.5) ARERR ZA? 

按 一 般 物 理 问题 的 实际 情况 ， FB UO), LDE A, 
充分 小 邻 域内 可 展开 作 ; 

ULA) =U (Aa +T) = Ug + TU + TU enm 
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LA) =L, +T) = L+ thy + tL tee (12,6) 
ik LO) 的 本 征 值 为 上 0) ， 则 人 = A, UE ZR dE Fl, 但 认为 
B! (À) 天 0。 在 上 述 这 些 条件 之 下 展开 如 下 讨论 。 

3112.1, #0 XE L, dk Ho 中 之 单 重 本 征 值 , 则 (D 
Ap, € Ha 使 Fopo= 0, 9,€ Cia GOL' "8 BDUS — Ap R tE 
独立 的 本 征 函数 Po”: Lo Yo” = 0, RR Po” € Caso B. (95,9,*) 
=1Gii) Pu= (U, 9,9, 是 到 工 , 的 零 空 间 的 射影 而 @=I- 卫 
是 到 值 空间 的 射影 ， 也 是 Cx+eye 上 的 有 界 射影 ! Gv) 存在 
有 界 算 子 K: Caso->Cy 400 使 得 KL =Q, . 

关于 引 理 ， 须 作 几 点 说 明 ， 首 先 Ho 是 Hilbert 2 [8], d 
据 定理 9.2， 对 其 上 任意 有 界线 性 泛 函 了 (xz) ， 存 在 该 空间 之 一 
点 〈 记 作 fd feo = @, f0, 设 了 是 任意 有 界线 性 算 子 ， 
T ERRAT RED f(Tx) = (Tx, 了 *) 于 是 又 有 另 一 点 GE 
fg Tf?) f'(x) = f (Tx) = (Tx, 了) G, T'fD. AT 
也 可 看 作 : Ho-Ho, 5| Ef p 相当 于 记号 xX， 而 9* 则 相 4 
于 上 述 的 记号 如。 在 这 样 说 明之 后 ， 引 理 便 不 难 由 定理 9.2, 
10.2 得 到 〈 详 细 推 导 从 略 ) o 

引 理 12.2. LO) 的 本 征 值 上 (是 4 的 解析 HR " Hn 
(Ay) = (LiPo, 9.) 

证 。 我 们 只 给 出 最 后 一 结论 的 证 明 。 

BUA) = ptT) = ts wat e CUA) = 0), 

; 2,7) 
因为 LOU) -580)90), 302,7 & 02, 0 A ER 
FPG SR r BOTTLE BRS 

Lt + Ly Qo) up 


Ly, + Lipo = 2% 
据 引 理 12.1 2G) RDG, Po) = Yrs Lotpa’) =0 即 得 证 
明 。 《证 毕 》 se 
$. 此 引 可 采 另 一 证 法 如 下 : 
E LIA GA) = O09 O0 rm (109 = 0, AS Aot AARAA 
(12,6) (8 
Lopo + AALP + Lip) +0(4A)? = zy * e, 044)? JE 
We Ap = (Ay + 4A)—p (Ag) = nO. + 4A) 。 再 注意 Lipo 0, E 
式 两 端 除 以 JA4， 并 取 LA4->0 时 的 极限 ， 即 得 ， 
Ho= Lo91+Li9。 《1 的 存在 由 上 等 式 恒 成 立 可 直接 夏 
HD BP = (LopitLigo, 9,0. HHE n CO ORR TE FI gi Si 
变 函数 理论 证 得 。 GER 
在 进入 本 节 主 要 定理 之 前 ， 还 将 引入 一 个 记号 ， 
Cul= (u, go") 
FR: D P A) = [Lpo]， 由 假定 [L896] 寺 0 
^ Cele 
(3 Pu= (u, 9°) p= L[u]9, 
(4) FAF L ERL] f, 0-0 
(5 Vu, [Qu]1-0 等 等 。 
定理 12.1 HELP 1+0 ( 即 0 是 Do 的 单 重 本 征 值 ) 时 ， 
方程 12.5) 有 非 本 平凡 分 支 Aled, z(e), HAC) = 
Amz) = 0， 且 当 |e| 充 分 小 时 ，4(e) z(O 均 解析 ， 并 且 
[2z(e)]= (z(e), p°) =e, 
证 。 对 方程 (12.5) 再 作 变 换 zZ= eW, t= e Att), 
使 [WW]= 1， 于 是 显然 有 [2]=e 并 有 PW=9, W=PW+ 
QW =p, +é. 7; 12.5) 第 一 式 变 为 
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L,W+eoL,W++--e(, +e0)N(W, W)=0 
KW =p +é KATE ` 
L,& + e(oLy (y+ é) +- — A, +eo)N(W, W))=0 
i 02.7) 
注意 Lé 属于 Lo 的 值 域 及 前 边 提 及 性 质 〈4)》 ， 由 .上 方程 又 得 
OCL; Po] + aLL] ++ — Apt eo) EN(Q + E, 9,4 £120 
(12.8) 
另 一 方面 若 将 (12.7) 两 端 作用 L t “ik” K ( 引 理 12,1 的 
(iv) ) ， 并 由 KL£- QE= £48 
É+ eKEaL, (p, +É) + + — (Ay + eo) N (H+ Ép +É) É = 0 
2,9) 
引入 Cosa 的 子 空间 
Bi={€, §€Crsese, [E] = 0) 
于 是 边 值 问题 02.5 即 敌 价 于 问题 , 有 无 参数 0，e 及 SEB, 
使 之 满足 (12.8) 及 (12.9) 2 
定义 一 个 算 子 下 ， 
F(é,0,6) = (E+eK{oL (ot É) +++}, LoL, (Po + E) 
F 显然 是 ; B,xRxR—B,xR 
由 于 要 解 的 问题 即 是 将 6,g JJ. F = 0 中 解 出 为 e 的 函数 ， 
Gid B=B, xR, XX (É, r CBR REM WI, D je = 
léls,+irlo WKF RABE. BxR>B, RNB CAH K 
函数 定理 8.2. F0, 具有 连续 Frechet 导数 (m= (5, o)) 
是 容易 直接 看 出 的 。 再 看 。= 0 时 加 是 否 存 在 。 HEP. 
=O 即 成 为 ， 
Fim, 0) =, ofL, (p, £D -ANE pD =9 
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FÆR n= 6, SORE 
-LN (Pos Po) 


9,7 


he 3 
于 是 FO, 026, 
下 边 青 考察 一 下 EF rh, 0), BH AE FA 


F'G, 0) = ( ! i ) 
ee OLL, 3-A£M(p,, +>] CLP] 
它 显 然 是 有 界 可 逆 的 。 逆 算 子 为 ; 


TI 0 
SG el o Del ) 
FAA MS RK EH 8.2 (及 定理 10.2) ， 即 得 定理 之 证 明 。 
注 。 由 [(z(e)]= e 知 60 (当然 要 充分 小 ) 时 z(e) 关 加 


INTRODUCTION TO FUNCTIONAL 
ANALYSIS AND BIFURCATION 
THEORY 


Wang Shu-tang 
Abstract, 


This is an expository paper in which we introduce 
systematically some basic aspect of functional analysis 
with moderate length, From which the bifurcation . the- 
ory is derived which may be useful for physicists, 
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广义 数 及 其 应 用 (D* 


王 AX 
a" x 


本 文 在 文献 [2] 的 基础 上 

引进 广义 数 系统 。 定 义 了 以 广义 

数 为 基础 的 广义 函数 《本 质 不 同 

i PL. Schwartz 4$); ,研究 了 

勤 贝 格 积分 的 推广 。 将 这 理论 应 

CESE ME TEPISE] 

ARMM! ! 对 广义 数 应 用 于 量子 

场 论 中 ， 也 作 了 一 些 尝试 性 的 工 

[E 

在 量子 力学 发 展 过 程 中 ，Dirac 首先 提出 b 函数 ， 开 始 仅 
是 理解 为 一 种 特定 的 符号 中 。 然 而 这 类 函数 在 近代 物理 及 数学 
领域 中 ， 却 日 念 显示 出 其 根本 性 的 重要 意义 。1950 年 法 国学 者 
L, Schwartz 提出 了 分 布 论 则 是 把 这 类 函数 理解 为 基本 空间 


。 本文 发 表 于 “中 国 科学 数学 专辑 (D 《1979)pp.1 一 11， 
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的 线性 泛 函 ， 以 此 来 商定 其 数学 基础 。 众 所 周知 ， 基 本 空间 是 
由 具 一 定数 学 性 质 的 普通 实 变 函数 组 成 。 因 此 Schwartz 的 观 
点 是 一 种 简 接 以 实数 作为 基础 的 观点 ; 在 这 里 函数 关系 被 泛 函 
Br. 
1964 年 作者 OM SL ,4ov- 列 ”解决 拓扑 空 间 的 oE 离 
化 问题 。 
d o, 为 规则 初始 序数 ， 并 设 
. X= (Xos Kis Xas) 
及 
y= Yor Yrs Yat)» a) 
其 中 Xar Ya 均 为 实数 ， aon SFERA a. o, 合 于 下 列 条 
件 时 ， 
[gs H, mh, (2) 
Me) <Ye, > 


Hpxcy. 文献 C21 中 曾 定义 5y 间 的 加 减 运算 关系 。 
如 记 1, = (0, BAe. xp= 0}， 于 是 容易 看 出 I。 是 与 
普通 实数 同 构 的 《对 一 切 运 算 ) 。 称 T。 为 第 ws 数 区 ， 于 是 
当 a<p 时， a 数 区 的 每 个 非 零 元 素 对 有 数 区 而 言 均 是 GE. 
A) ERK: B 数 区 的 每 个 元 素 对 a 数 区 而 言 均 是 无 限 小 。 因 
此 ， 这 里 便 将 无 限 分 了 等 级 ， 同 一 数 区 的 数 均 与 普通 实数 司 
构 ， 不 同 数 区 的 数 则 是 “不 可 通 约 的 >” 。 Ce a 


—. POUR EK 


这 里 研究 下 述 形状 的 列 : xm Cn img Xo Lig s Xn, 
…) ， 与 4 均 为 自然 数 ， 且 只 有 有 限 个 m， E x»0. AE 
BL 


义 几 种 运算 ， 

D 序 及 加 减 运算 〈 见 文献 [2]37 ， 

2) ik c 为 实数 , 则 定义 CX= C CH my tC yy t, CEng 
e) ， 引用 符号 (R 数 区 的 单位 元 ) 1ep : 


ln= €7,0,77,0,1,0, 2, (3) 
第 位 
其 中 可 正 、 可 负 也 可 以 是 数 0。 于 是 
x= Dx XT, [7] 
a 
3) 定义 乘法 为 
Tomy X Ln = Lem ny (5) 
及 
Xy >>) Cue yo Xl (6) 
h merek 


(m,n 及 k 均 是 整数 ) 。 

4) 除法 定义 , iE x,y 及 Zz 在 上 述 3) 意义 下 有 关系 

` Y z=x%, (7) 
即 说 z x PRU y A, WE 


z=~, (8) 


TES 


容易 验证 ， 在 上 述 运算 定义 下 ， 列 2 之 集 便 是 一 个 有 序 
域 ， 而 有 关 实 数 的 一 些 基本 算术 公式 现在 仍然 成 立 。 

广义 数 的 定义 。 定 义 了 上 述 运算 的 列 之 集 便 称 之 为 广义 
BARK, x 称 作 广义 数 。 

f SIX Io (n. 是 整数 ) 与 实数 具有 相同 构造 ， 而 不 A 数 
区 间 的 关系 则 是 无 限 大 与 无 限 小 的 关系 。 广 义 数 系统 是 一 有 序 
域 。 
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二 、 广 义 函 数 

不 难 给 出 以 广义 数 为 基础 的 函数 定义 ， 这 完全 与 普通 实 变 
汽 数 的 定义 方式 相同 ， 因 此 勿 需 重 述 。 这 样 的 注 数 ， 本 文 即 称 
之 为 广义 函数 。 

寻常 所 观察 到 的 量 只 是 普通 实数 ， 这 相当 于 广义 数 的 一 个 
数 区 ， 恒 约定 是 第 0 数 区 的 数 。 因 此， 普通 实 变 函 数 则 是 定义 
FILWERAE, AFI, 取 值 的 广义 函数 。 下边 讨论 广义 d 
数 的 连续 性 。 

实际 改变 量 。 设 X= Dxnxlw 及 X+AX= Sy 


4x) nxlw, 又 设 m 为 一 固定 整数 ,如 果 当 nm 时 恒 有 et 
LAX) n= Xu, HIR Am X) = (X+ AL) m— Xm 为 的 实际 (m) 改 
变量 。 以 后 凡 出 现 符号 AX), A, KWER, R 
种 意义 下 的 实际 改变 量 。 

定义 1。 设 y= 于 (X) 是 定义 于 巨 H LEK, XECE fim 
与 1 为 整数 。 如 对 任意 的 正 实数 s>0 均 有 相应 的 实数 6>0， 
使 之 合 于 条 件 : | Im (He) |<6( 及 XEB) 时 ， 

| 4n(yo) «e, (9) 

即 称 f(x) (关于 E) 于 x, 是 准 (m,n) 连续 的 ， 其 中 Xo 是 广 
义 数 。 

若 m=n=0， 即 得 普通 连续 性 概念 ， 而 当 %<m= 0 时 ， 
说 明 即 使 函数 取 值 (平常 所 说 的 ) oo 仍 可 考虑 其 某 种 连续 性 。. 

WEE (m,n) 连续 性 有 下 列 初等 定理 。 

定理 1。 在 点 Xo， 如果 也 (X) 与 有 (Xx) 准 (m,n) 连续 ， 
则 foo = fi (0) E fa hie (m,n) 连续 。. 
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定理 2. ES xo WELO foo & RUE (mn) 与 
HE mnn) ER, 那么 了 (Xx) = fie) - fiGO EME (m,n) 
BW. Hep n=min{n, «m, n th, n +k}, 而 ki 是 使 
(fio) Ya 0 的 最 小 标号 R= hi, 

定理 3. 在 点 XxX。, 设 (Xx) 准 mM, 连续 , 并 设 存在 正 实 
数 6>0， 使 当 | ds 00 |<6 HT, {f}, iij G0) = 0 


(icm, My ERE Com, om ERAS. G0) 的 意义 


为 f(x) = DGA xI. 


定理 的 证 明 从 略 。 

定义 2. y= f@) HEXF ER LKR, X CE, m, 
n，Am(X) 与 Aa(y) 等 符号 意义 同上 。 如 果 存 在 实数 S 合 于 条 
f. 对 任意 实数 e>0 有 实数 8>0， 使 当 | In G0) |<8 时 ， 


Ane) _ : 
A a8 [<e ao 


BD AR Sx Inm J Y= f OO YE x4 FH E) 的 (m,n) 导 
数 。 


关于 (m,n) 导数 一 些 初等 性 质 的 讨论 在 此 从 路 。 


三 、 广 义 函 数 的 积分 
不 失 一 般 性 ， 可 假定 以 下 的 函数 V= f O0 是 定义 于 整个 广 
义 数 系统 上 的 ， 因 为 讨论 积分 时 可 于 函数 定义 域外 补 值 0。 记 
E= {xy f(x) 关 0}， 我 们 分 以 下 两 种 情况 及 若干 步 定义 积分 。 
1, ExCERL, x..- 0 fp V, m-20,1,2,--, 
HIRREN, "Id y=fOBLRA, 
y= C",9-»» US ye» Ut Yn, any P aD 
104 


Ruby yaQ = yal Cr, Hemp tty Ley ory Mey 722. 
第 一 步 。 记 HABE TARE (P)。 的 全 部 实数 r 之 集 : 
(D, 设 X= Ce, 0, e, O, Xos y X 700 及 Y= 
fœ) = Gey Y-ms sey Yos e, Yn, we) ^ 则 
(D, y-m 20, m>0. : 
(Q2« 9. DUS Xo BK Yor Q0 。 a2) 
由 了 (xz) 定 义 实 变 函数 fe) H: 


Yo 4 LEH”, : ， 
Paf a3) 
“co 或 不 确定 ， 其 它 ， 


WR f(xo) 是 勒 贝 格 可 积 的 《自然 此 时 (13)。 式 右 端 第 二 
种 情况 的 x。 hc aa, ， 积 分 值 记 作 
Q%。 继 续 进行 下 列 第 二 步 。 
第 二 步 。 固 定 Xx。， 并 首先 按 下 列 条 件 定义 实数 :x, 的 集合 
H”, 对 x, CH BAER 
(Dj 当 X= CG, Oy vey 0, Xos Xis n, my …) 时 ， 
(D1 Y-a 70, n>; OE 
Di Yr RSH) HX€ya-yaQG0. aD, 
BRR HU 等 则 是 随 oc, eH, f 
定义 实 变 函 数 fH, 00 A: 


1-15 4 LEH”, 
fip) -( 

co 或 不 确定 ， 其 它 。 | 

MRAR FY (XD 是 勒 贝 格 可 积 的 (自然 由 式 (13) , 右 端 

第 二 种 情况 的 x 构成 线 惑 贝 格 测度 为 零 的 集 ) ， 积 分 值 CB 

见 依赖 于 xs) 记 作 a? Gr) nom CP ja (zx 有 意义 〈 从 前 


O2, 
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罕 多 只 有 可 列 个 非 零 项 ) ， 记 此 和 为 a。 
RR, BEA, a7 OW EDR IE yA RR, 
nib. KERE Xo My, Xea, WH” Wi 足下 
列 条 件 的 实数 zx ZH, AVE Ho ， 则 下 列 条 件 成 立 
(Py) nz X= (e, 0, eg O, Xos Xis Xn) HL, 
(l)n Y-m= 0, m» (12) 5 
(2)n Yan NRMF Xn yn Yen (Xn) ， 
BPH? ERS Quy on, Xe HX. 
定义 实 变 函 数 HY 2 OIF: 
Yon, 4 xE H Pits 
Fem sco Olo RRE, HE. 
如 果 该 实 变 函数 勒 贝 格 可 积 ,积分 值 便 记 作为 4 (Kos s Xn-1) 
如 和 数 DAM Cy em, te DARK, KAPARI aM 记 


) 


(13) n 


(av 


iv 


` 定义 3。 如 上 述 4a，…，a‘"，… 均 存在 且 有 限 而 且 级 
数 Die bea, 和 为 qi a= do", 便 说 广义 函数 f E 
(GND) 可 积 的 ， 即 J 
GNL) [fedr=a. an 


2. 在 不 满足 上 述 条 件 1 的 情况 下 ， BRE fe 如 下 分 
解 ， 
E= DE,, a8) 
其 中 CART . 
En= {x3 LEE, x0 Hn>kW, x-.= 0}, (16) 
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积分 定义 过 程 仍 分 下 述 几 步 完成 
第 一 步 。 按 上 述 第 1 小节 的 办 法 ， 首 先 定义 广义 函数 
ps 
tfo, 4 XEB, 时 ， 
foe ={ 
| 对 其 它 情 况 。 
设 在 上 述 第 1 小 节 的 意义 之 下 ff (x) 是 (GNL) 可 积 的 ， 积 
分 值 为 a，， 
第 二 步 。 作 集合 E,*: 
E, =E, Xis (Xs X= 4 Xl, 其 中 x’ cE). 
(18) 
于 是 XEEB* 时 ，X-n=0， 其 中 n>0。 RX 广义 函数 f G0 
WTF: 


a7) 


ox) Te XIen, X€E,' 时 ， 
x) = 
0, 其 它 。 


(19) 

BHAT, AMEE, 右 移 一 位 的 E,t, HEKER SO E 

移 一 位 ， 于 是 得 到 fp GO, df (X) 在 上 述 第 1 节 的 意义 下 
(GND) 可 积 ， 积 分 值 记 作 Cj。 

用 与 上 面 类 似 的 定义 方法 ， 假 设 gg ，aij，…， da, = 

已 求 出 ， 为 有 限 数 ， 则 有 下 列 ， 


定义 4. HBS D jas 收敛 ， mya, 则 说 广义 函数 是 
GND) 可 积 的 ， 仍 用 下 式 表示 
GND) | fwdr=a. (20). 


这 里 的 积分 值 是 只 取 实 数 。 而 在 量子 力学 中 有 更 广义 的 积 
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分 概念 ， 如 下 公式 所 表示 的 那样 中 
[8a ax8G@-b =5a-b (1) 


Hi QD 式 可 见 ， 左 端 积分 绝 不 应 是 实数 。 另 外 ， 从 纯 数学 观 
点 看 ， 既 然 已 将 实数 扩充 为 广义 数 ， 将 积分 信也 推广 至 一 般 广 
义 数 乃 是 自然 的 事情 。 以 下 所 述 的 《G)》 积分 则 是 把 某 种 发 散 
积分 用 广义 数 严格 表达 出 来 。 为 此 ， 只 须 对 前 述 定义 加 以 适当 
修改 就 行 。 我 们 不 准备 详细 罗列 积分 定义 的 全 部 过 程 ， 而 是 只 
指出 其 应 修改 之 处 。 
"D 《12)。 式 可 改 为 (4= 0，1，2，…) ， ， 
Y-m=Y-m(Xn), MSN; " a2)" 
2 (13), 式 改 为 ， l 
{多 tors xlco]， 当 mnEH,， 而 
fm = ] e, EHON, aai 
\ 或 不 确定 ， 其它. 
3) FG) rnp GO FE SUT BY” iu 律 改作 “对 每 
个 s>0， V-ar (CO) JEN DUE TRY” 。 
4) 将 3) HAF Yun Q0. 的 勤 贝 格 积分 值 记 作 
a? Qus, y An) V HR Ha Cy, oy Xaa) ”改作 
“Do A to) eo? s 


5) # “a= X a (ay Xe)" Bate tam 


MR. 


3) GP Oley c9, eas $20, 1,2, 0". 


- 6) 将 定义 3 换 作 .. 
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定义 8’. BMRB S20, aM, a, ss, al, WHE 
且 级 数 之" 收敛， 和 数 记 为 CQ-, 时 只 有 有 限 个 s 使 C-, 坟 
0， 风 说 了 (zz) 是 (G) 可 积 的 ， 积 分 值 为 ; 
€ | f@de= Xita-.x1-3. aay 
26 
T) 定义 4 的 修改 过 程 与 上 述 完全 相 类 似 〈 从 略 》。， : 
显然 有 下 列 定理 成 立 
定理 4. 若 广义 函数 了 (z) 是 (GNL) 可 积 的 ， 则 了 (x) 必 
RO 可 积 ， 而 且 有 
€» [fwar= (GND) | fade, (22) 
另 一 方面 ， 还 可 利用 连续 延 拓 的 想法 得 下 述 定义 
EX 5. REAR (GND) 可 积 函数 族 ， 且 设 按 某 种 
方式 定义 了 一 种 收 伍 关系 ; 了 一 人 RH PCR, 于 是 可 定义 


(GNL) r 积 分 如 下 ， 
D 当 了 EF， 则 取 | 
(GNDr| fcoax= (GND) | féodz. (23) 
2) 设 JEF, BA feof (fac FAT WR RBH YE BS 
于 常数 a， 则 定义 
«ND» Í f (Wdx= lim(GNL) f| fecoax= a, 
cy) 
; : BS 
四 、 对 Schwartz 分 布 的 应 用 


1。 关 于 Dirac 的 .5 RM 
按照 Schwartz 的 观点 ， 把 满足 下 列 条 件 


H9 


1) 5600-20, x£0 Bf, 
(D, 42) 8(0) = co 


LD 对 任意 具 紧 支 集 且 无 限 可 导 的 函数 了 (x) 有 
NISI fo 


的 6 函数 8(z) 理 解 为 基本 空间 的 线性 活 函 ， 泛 函 疏 由 下 式 定 
x 
Ko -f0. (25) 
因此 ;上 述 条 件 〈D) 中 3) OB SAH SEW 
义 了 。 从 本 文 以 下 讨论 明显 看 出 ， 普 通 〈 一 元 》 实 变 函 数 是 其 
定义 域 及 值 域 均 限于 Ty 的 函数 ， 而 6 函数 则 是 以 一 般 广 义 数 
系统 为 定义 及 取 值 范围 的 函数 ， 从 而 使 得 对 8 函数 的 理解 更 加 
自然 而 且 清楚 。 为 此 ， 设 fo) 《注意 此 处 脚 标 “0” 表 示 取 
实数 的 意思 ) AEE ERTED SENK, RETRE 
义 的 广义 函数 f GO) HAM fe DIESES XM, 


LO = fo (x0) + fend x [Das dey, rot Aiea 
2-1 
x| > x。 Xim IE — = fy 
[Esse I» (26) 
5 mei / 
于 是 下 列 定理 成 立 


定理 5，f,(x,) 及 了 (xz) 的 意义 如 上 ， 则 存在 (并 不 唯一 ) 
广义 函数 g(x) ,g(x) (GNL) 可 积 的 ， 且 有 
(GNL) [i@ga@de= fi eo (= fe) ; 
(27) 
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证 。 任 取 一 个 无 限 可 导 (甚至 还 可 假定 它 是 具 紧 支 集 ) 的 
xr gh Go, ERAS | eode ci (注意 
Axi FRR, Wa, x, 等 等 均 表 示 实 变数 的 意思 ， 因 此 
Ve I3 x, 等 将 是 通用 的 实 变数 的 符号 而 无 原则 区 别 。 此 点 今后 
将 不 再 说 明 ) 。 定 义 广义 函数 如 下 
(O° (1) Xlcp, T= 0, cy Oey Ley n2, 
OMHKE x. (28) 
于 是 f (x) g (xe) BR HF RA 


g(x) = 


| PE fF (0)g° o) (È nx 1m ) ] 
foo "gus | X ley 
| x= A Oses OXX) 时 ， 
to, 对 其 它 
(29) 


SERBS (x) e g(x) }-n=0, nol, 及 X-s= 0) 170,1, 2, ** 
BRR |] o ændr 1, FR 


(GND) [1s d» [1€ oda, 


= rof, g' (ey dr, = f), (30) 


从 而 定理 得 证 。 

由 上 定理 看 来 ，g (3#) 是 满足 条 件 : (D) 的 8 iU, (D) 
之 3 ) 中 的 积分 即 GGNL) 积分 。 不 仅 如 此 ， 关 于 前 述 公 式 
(QU 我 们 有 下 列 

XU 6, Has Cep 0, m, 0, Cos Ap =) 

i81 


B= €95,05, By, —) , HR GO) Sg CO EE HS 
中 的 两 个 8 函数， 分别 由 g* (x。) S g GO 所 决定 《假定 二 者 
, 均 具 紧 支 集 的 ) ， 则 由 下 式 
J a-b) = (G) [g(a- 9 - dx (31) 
所 确定 的 函数 9 O 仍 是 满足 定理 5 的 8 函数 。 
” 证 。 分 作 下 列 几 步 。 
1) a,#b 时 ，(〈31) 式 右 端 为 0。 因为 由 g 与 9 定义 知 
道 ， 此 时 对 任意 xx，g(C -2z) 与 gz- 四 中 至 少 有 一 为 零 。 
2) 由 此 可 设 cs =be = ce， 则 
z (9 (7x0 + g* (x, - b) Xleo, 4 
g(a-x)gx-b)-| x-(5,0,,0,0,2,-2,. (32) 
ho, AREA, 
FA, BG) 积分 定义 ， 即 有 
(G) [s«- $e bdr [frm 


x g (Xi 一 boda] x1.,, 


-[fLec»g yr bday |... 
" (33) 
由 GD 式 可 见 ， 最 后 积分 显然 是 (a-b) 的 函数 , 因此 
LÀ (D 式 ]9(a-b) 确 实 是 依赖 于 a- b 的 广 久 函数. 将 (33) 
RWI J (hbi x 了 -sw， 由 于 假定 了 g* (Xx) 以 及 
g (xn 均 具 紧 支 集 ， 于 是 nu 
[x (y) dy = 全 asf "so 2g' +ydz 
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= 全 M T Gy] c ndz-1. (34) 
最 后 ， 由 (33) AWM GD 式 所 定义 的 9(x) 为 ， 
x 4g Gu Keay , B= (5,0,4,0,2,, 
go-[ Era 
*o, RE. 
(35) 
由 (35) 式 及 定理 5 及 其 证 明 可 见 9(X) 确 实 是 6 函数 (而 且 
g Go ARE . 
由 定理 6 BIAS C21) 式 。 不 仅 如 此 ， 利 用 CG) 积分 还 能 
证 明 习 见 的 导数 公式 ， 
[oa ooaz= -0， e 


为 此 ， 有 下 述 定理 
定理 7。jf (xu) ,了 (Xx) 及 g(x) 的 意义 同 于 定理 5,g* (x 
且 是 具 紧 支 集 的 。 于 是 j 


(G) fre g' (x)dx= ~ fixo, (37) 


Ag! (xX) 表示 广义 函数 g(xX) 的 (1, - 1) 导数 。 
证 。 由 定义 2 可见 
fg" (x) Xle» , Z3 X= Or, 0,0, 0, 
ra=) 1m, Xa，…) ， 
Lo XHEE x. 
因此 [由 (26) 式 ] 有 


(38) 


pery 


f(x)g’ (x) = 


f P f” Og” MS T Je tens 
i^ : 
(pom xe €50,9.0,x90xX,-), (39) 
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因此 可 对 《37) 式 左 端的 〈G) 积分 计算 如 下 ; 
D 3Sm»lhfh,a.4-0, BR. 
2) il ac l 
azis jn f(0g ædes fO +g" (xp | =0. 


3) 计算 ao: 
c 人 Cog’! (xDxidxi = f! O fT gt eroe 
= -加 (0)(= -f'(». (40) 
4) MIH, d&4-0, BR, 
由 1) —4) 即 得 定理 7 的 证 明 ， 
2、 对 一 般 Schwartz 分 布 的 应 用 
IR 1。 设 加 (2) ss fa CO 为 一 列 线性 独立 的 普通 连续 实 
变 函 数 , 则 存在 一 列 点 (实数 )Xr ox, 0 a5 e O, 
HO, oe 《可 简 记 作为 {XA"}， 其 中 h<n, n21,2,"2 ， 使 
WHER n A 
|fiGn fae PY fen, 
fic, o fioe e feo PETS 
fac fie mee fem) 


HY nen! BORER Hb, xU AX, 
iE. Am. 
在 基本 空间 内 pn 一 9 的 意义 是 ， 
D 在 在 一 有 限 开 区 间 ， 在 其 外 部 所 有 ,及 9 均 为 


s. 
2) AERIAL, kr SRE e —SORSCT e. k= 


0,1, 2,0, 
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可 以 证 明 ， 基 本 空间 是 可 分 的 《这 里 不 证 ) ， 即 存在 于 基 
本 空间 称 密 的 可 列 个 元 素 每 一 元 素 实 际 是 一 实 变 函 数 ) 所 组 
RMP, 
定理 8. LK 是 定义 于 基本 空间 的 分 布 ，F 的 意义 如 上 。 
于 是 存在 一 广义 函数 及 (x) ， 使 当 f (xs) EF H, 


GND [Koo finde = Kdo, an 


stip £69 与 f (xze) 的 关系 见 (26) X. 

证 。 为 了 与 上 节 符 号 统一 起 见 ， 眉 中 元 素 YR RM 
BO 设 为 fei(ro，…，fos(re)，…， 其 中 角 标 “02 DRIO 
“ 实 变数 ”的 意思 。 据 引 理 知 ， 存 在 一 列 互 异 实 数 (x, 
mn，n=1，2，…， 满 足 (40) 式 的 条 件 ， 

1) AT fi D 40, 故 必 存在 实数 CRF. 

tes efa aD Rf. (43) 

2》 由 于 ?=2 时 《41) 式 成 立 ， 下 列 方程 组 便 是 可 解 i 

CP e for QD +C © fey (tt = 0, 
C? for (XPD Cy © for ate) = Rain - C 
fuot, : (44) 
B (44) Kap CIPR C$, 

3) 在 一 般 情 况 下 ， 设 C 名 已 经 依次 求 出 ,其 中 k<7m + 1， 
MLM, (me 为 某 一 定数 ) ， 那 么 由 于 n=me+1 时 UD x 
成 立 ， 可 由 下 列 方 程 组 解 出 Cot? , ktm, +2: 


mat? 

| >) Cre fe oie otP)=Q (S-1,2,-^, 
jc : ‘ Me tly 
EX 

| 


六 [reti E mR Le ayes) 
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mo mya ; (45) 
= 5 Deua Ger), 


P! 
mol ded 


取 一 可 导 无 限 次 且 具 紧 支 集 的 实 变 函数 g^ Ge, E 
uf a+ Grades = 1。 于 是 广义 函数 天 (xz) 便 可 出 下 式 定 出 。 
CEG? Qaa X lawpi M0, VY 

as Cee Ogre RY, x,t i y 
4 
第 0 位 第 1 位 
xx OD, eens ody (46) 
Bm 位 
【0， 对 其 它 的 x。 

从 (GNI) 积分 定义 及 (44) 式 可 验证 这 样 定义 的 广义 函 
数 K GO 满足 定理 条 件 [(42) 式 ]。 从 而 定理 证 毕 。 

从 上 定理 的 下 出 发 ， 并 考虑 函数 族 K。F= {K + pp CF) 

(为 书写 简单 ， 这 里 把 实 变 函 数 及 其 诱导 的 广义 函数 用 同一 
符号 9 表示 ) 。 可 证 下 列 定理 《证 明 从 略 ) 。 

定理 9。K(X) 由 定理 8 决定 ， 则 对 基本 空间 的 任 一 元 9 
下 式 成 立 。 


| 
Ke | 
| 


(GND); | K@ecde- Ko. 
(47) 


WA UD HWE 还 可 取 作 {Pa 00), X mp. GO = 
Pee) «exp {-—aa tine}, ?7 为,( 取 一 切 的 有理数 ， 
而 P(x) 在 (-7, D 上 为 有 理 系数 多 项 式 在 Cr, D 的 外 
WEFTO., 
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附 oO 

1. ARS Ma, RB Laugwitz 曾 对 数 的 扩充 作 过 不 少 工 作 。 他 
T 1968 年 引进 广义 赛 级 数 概念 [6]， 但 未 以 此 为 基础 研究 分 布 ,本 文 基本 
意义 在 于 用 广义 数 来 研究 6 BRR Schwartz 的 一 般 分 布 ， 从 代数 结构 
训 广 义 数 同 构 于 广义 填 级 数 的 子 域 ， 但 本 文 重点 在 第 三 及 第 四 节 ， 感谢 
李 邦 河 同志 指出 这 一 点 ， 康 多 寿 同志 也 指出 了 一 些 有 关 文 献 “人 。 

2. 广义 数 应 用 到 量子 场 论 的 讨论 ， 见 作者 的 文章 广义 数 及 其 应 
用 (ID > R 西北 大 学 学 报 》 自 然 科学 版 1979 年 第 1 期 ) .粗略 地 
讲 ， 将 量子 场 论 中 对 易 关 系 (as. ano) = (b, bs ) =6:，s' 改作 
(at^, a) = (b*, b!) =at Xx1lw， 粒 子 数 算 符 取 作 Ne 人 =a 
Xlep, NO =beo xX ep, HR BA E KAM) xlo=X+omw 
( 式 中 4 是 发 散 表达 式 ，6w 是 无 限 小 量 )， 即 能 将 Dirac 关于 真空 
情态 的 假定 用 广义 数 严格 表达 出 来 。 作者 且 对 一 般 重 整 化 方案 作出 类 似 
的 尝试 性 考虑 .根据 上 述 考 虑 ， 说 明 x 等 等 在 实数 范围 内 不 是 无 限 
大 ， 相 反 是 无 限 小 ， 从 而 完全 附 合 于 实验 结果 

3. 车 把 HORE CP), 的 条 件 2 Ro, UIP us 将 
HART xe xen ，…， 此 时 可 积 条 件 尘 换 作 ，“ 对 于 固定 的 xsiu …， 
BHP, RETRY, CL 为 自 变量 的 实 函数 ) ， 且 设 共 积 分 值 


Go ne 
HAM Las REUS, ARMAC a Wo, n, Ka. ”这 
样 得 的 积分 定义 就 比 原来 的 为 广 。 KF (O 积分 也 可 同样 采取 这 一 更 
广 的 定义 方式 ， 如 果 这 样 ， 则 下 列 定理 成 立 。 . 
定理 10. fae, f0, gCO REX E, Ug? GO Kn Dr 
fj, -D 导数 .于 是 当 f0()-0d«n- DB: 
(G) [fg codx- c Df o. 48) 


FUOD RWI. BRM SH ANM KROME. 
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GENERALIZED NUMBER 
SYSTEM AND ITS E 
. APPLICATIONS (1) 


Wang Shu-tang 
Abstract 


This is a further study of the work published in 
[2] . A generalized number system is established, 
The generalized functions denote the functions with ge- 
neralized number system as their domain and range sp- 
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ace which are different essentially from the Schwartz 
distributions, For such functions we have defined(GNL) 
and(G)integrals which can be considered as the genera- 
lization of the Lebesgue integral for real functions, Di- 
rac 8 furietion ean be naturally represented by our ge- 
neralized functions, This representation is more straight- 
forward than the Schwartz distribution theory, Moreo- 
ver, each distribution can be described by a generalized 
function in a natural way, 

In another paper entitled “Generalized number sys- 
tem and its applications(ID" , (Acta Natur, Sci,, Nw. 
Univ., 1979, No, 1) . We consider the applications of 
GNS (Generalized number system) to the quantum fie- 
Id theory, Using GNS, we can supply a tentative ma- 
thematical model to the renormalization theory, where 
„the commute relation {a}, ‘a, }= ò,» should be replaced 
by{ar, a;) 85,«Xla, 


189 


广义 函数 的 连续 性 、 导 数 及 中 值 定理 * 
ERE BBE 
摘 要 


文 [1] 曾 引入 “广义 数 ” 及 广义 
函数 概念 ,后 者 本 质 不 同 于 L.Schwa- 
rtz 的 分 布 , 乃 指定 义 域 及 值 域 均 取 自 
广义 数 的 函数 。 对 于 这 种 BRIE 
EXT (m,n) BER (m,n) & 
数 概念 。 本 文 将 进一步 研究 连续 性 及 
导数 ， 并 建立 类 似 于 过 去 的 微分 中 值 
定理 。 它 和 文 [2] 的 主要 区 别 即 在 于 
这 里 并 不 要 求 其 无 限 可 导 性 。 


81. 广义 函数 的 连续 性 
$141, dE X3 x 可 表 为 
xe B Hx Deby = Cr Baby Hager phy en) a 
米 本 文 发 表 于 《西北 大 学 学 报 y 〔 自 然 科学 版 ，1980 年 第 2 期 ， 
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其 中 x% 为 普通 实数 。 
此 时 广义 函数 y= 了 (xX) ， 可 以 将 y RRA 
Y= SX Loy = Cre Yost Yor) (2) 
k 


其 中 yi 为 实数 HA 
| Y= JaL CX ks Xo, X72], (3) 

即 每 一 项 ye ERATE BEX Xii, Xa, co, WS RH 
3. ATER NBR y= 了 (x) 的 连续 性 ， 首 先 应 在 广义 数 域 
上 定义 拓扑 结构 。 ` : 

考虑 到 % 的 每 一 位 Xs (其 中 可 正 、 可 负 或 等 于 0) 均 是 
普通 实数 ， 即 具有 寻常 的 拓扑 结构 ， 这 里 我 们 采取 类 似 于 箱 拓 
d^ (Box topology》 的 结构 ， 此 即 : 

定义 1.1。 设 Z9 为 广义 数 域 中 任 一 点 ，6 = Grr Ooty ory 
6 O15)? 为 实数 列 ， 其 中 6n>0. Ae? 0 Bm 
U (x'?,0) Jyi 

U(x?,0)2 (x. x AJ XX, H lëm- X |in} (4) 
(D th xs 人 . 

在 上 述 定 义 基础 上 ， 即 可 引入 连续 性 概念 如 下 ， 

定义 1.2。 所 谓 广 义 函 数 Yy= 了 (Xx) 在 点 x 是 强 连续 的 ， 
乃 指 在 上 述 箱 拓扑 意义 下 的 映 象 X>y 在 点 x 中 是 连续 的 。 

但 为 了 其 它 理由 ， 我 们 要 将 上 述 条 件 减弱 为 下 列 的 弱 连 续 
性 ， 此 即 

XEX 1:8. Eoi CS y S f O0 XE RS x 是 弱 连 续 的 ， 


D 当 考虑 广义 数 域 的 某 个 子 域 时 ， 可 允许 某 些 5,= 0， 例 如 对 
普通 实 变 函 数 ， 即 取 6,= 0 (5350) , 
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7538 y BE ys yaL C20 UEAT LAAN LAB 
数 在 上 述 拓扑 意义 下 是 连续 的 。 

关于 两 种 连续 性 ， 下 列 定理 显然 成 立 。 

定理 1.1。 广义 函数 y= 于 (Xx) 若 在 某 点 x 中 强 连 续 ， 则 也 
BERA x 8938 Bc. : 

容易 构造 反例 说 明定 理 1.1 的 逆 命题 不 成 立 ， 

以 下 将 主要 研究 广义 函数 的 弱 连 续 性 。 

在 同一 点 CORBA RRM, 26. A, deg os 3c 
变 连 续 函 数 的 定理 仍然 成 立 ， 但 有 关 复 合 函 数 的 定理 未 必 成 
立 ， 然 而 有 下 列 

X812. ROLE y-foodk Rx" jk 55, y= 
fa, X iR)" X i S z- V YE Ky” BER, i Hz 
C32 t Zos) 时 每 一 位 Zm 仅 与 有 限 个 ys HH. WAAR 
S z- F(x) - VUf 0148 x hib e 99k i9. 

ik 在 物理 及 天 文学 中 一 般 只 限于 考虑 有 限 个 层次 ， 因 此 
复合 函数 的 有 关连 续 性 定理 仍然 成 立 。 实 际 上 ， 若 只 限于 有 限 
个 层次 进行 考虑 的 话 ， 则 弱 连 续 性 ' 与 强 连续 性 便 是 等 价 的 

$1*2。 下 边 建立 有 限 区 间 上 普通 实 变 连 续 函 数 极 值 定 理 
的 推广 。 ' ` YE 

ERIB., RY SOREL FE AES {riet 
数 , 其 中 Gm 过 Xm<bm} 上 二 的 广义 弱 连 续 函 数 ,其 中 a= Css, 
UO b= Cr Das) 是 广义 数 ，no 是 任意 整数 ， 而 Yn DU 
赖 于 有 限 个 x;， 则 必 有 一 广义 点 5=(…,59,…) .满足 下 列 条 
件 ， 

, D assis ba; 
D ya GO Ze S BUR 〈 极 大 或 极 小 ) fü, 
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证 。 以 下 先 证 明 yo(z) (注意 是 实 值 函数 ) FE LRA 
界 的 。 用 反 证 法 。 不 妨 设 Sup (us, ())z +,00 Gnf(gs, 00) = 
— co 时 同样 可 证 明 ) 。 于 是 存在 一 列 (广义 ) Ata), 满足 

ys, (xP) =, (5) 

4d x9 = (ore MY ore QP gore EGP gee) (6) 
Kn k-1,2,-, 

) 。 首 先 由 于 x PB a rV b, HER 52] ju 
性 质 ， 不 难 知 道 ， 必 存在 子 列 {x6)}， 


gh DS (ee ELD Lue EID ,oo ESO, uuu) (7) 
使 得 该 子 列 的 第 0 位 收敛 于 某 个 实数 Sos 
xh PS, (8) 


>. RES @ 相同 理由 ， 又 存在 CO 的 子 列 为 
HED, och 的 子 列 为 XO, …， 一 般 18. 34 a^, F A Jy 
akin, 


oh tn = Qr ak D, oo Rl) use paki (nD ae) (9) 


使 对 于 s<n a G0: 


apto» ESUK En, (10) 
于 是 便 得 点 列 wh (N=1,2,-) , 
BE aha = Gn XE ap 
AY, WXPsodü oe 
o XS MESE 5,， . a2 
其 中 asm eb, 
(Q ,a= €,0,77,0,05, Kb (7,0, 7,0, 05, 


时 ， 设 = A 可 以 从 生出 发 进行 上 xm, 
(b) 两 步 ， 最 后 便 得 到 下 列 事实 : 
存在 点 PY x EPR Ce axe vane Me) nu gd 
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[ETA 

CD 对 整数 s, 恒 有 eea as 

(2) ya, (x?) co, 

以 下 只 须 说 明 03 是 与 了 (z) 的 弱 连 续 性 相 了 矛盾， 就 完 
成 了 证 明 的 前 一 半 ， ys CO 是 有 界 的 。 

实际 上 ， 首 先 可 取 NE MSN hh, Ym, OO 不 依赖 于 Xn 
(这 里 wm 表示 和 的 第 MAL)» SBE SH Cr gS emy ete 0， 6m t) 
任意 给 出 , 其 中 64m>0， HM Fe”, Ee - Oar, 
为 BM XN, WM ey? = ams 而 若 
MSN, WW Xn 中 = bmn。 于 是 Yo, aH) REFN, 

以 下 转 入 定理 的 证 明 。 

上 边 已 证 明 yr 在 五 上 是 有 界 的 。 不 妨 仅 取 上 界 考虑 ， 下 
界 情况 同 此 。 设 M=sup{yn(X)}。 完全 同 于 (8) 一 © 的 
证 明 ， 仅 须 将 其 中 所 出 现 的 co 一 律 换 作 M， 便 能 证 明 ya (6) = 
M, * GEE) 

82. 广义 函数 的 导数 

$201, ME KR y= 了 (xz) 的 导数 ， 也 有 强 导数 与 弱 
导数 之 分 。 

定义 2"1。 对 于 固定 点 X"， 考 虑 差 商 

Gi = [os 4a) - fe - Casim) (D 
(14) SUB dic = Ces Ga) my (AR) nn), T qa RIEA 的 
函数 GARD BOMB CHIR AHORA, H 
二 者 均 取 箱 拓扑 时 有 "， 
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Axon, -— AY eg 
则 n® isst y= M x? 的 强 导 数 ， 写 为 
dy GO] a 
"die gu s ao) 
定义 2.2。 记 号 同 定义 21, 3L n 作 为 广 X X Ax 
的 实 值 函 数 ， 后 者 取 箱 拓扑 时 ， 下 列 条 件 成 立 
Zx-0HBb, n7," (16) 


Ji] = C09, 7,09). BUTE MB BR y= $00 Y x 
的 弱 导 数 ， 写 为 ; 
dy ®) 
dx xo 
BREY JOPA RG, MHRA 导 ， 而 且 
二 者 导数 相等 ， 反 之 不 真 。 
值得 注意 ， 文 [1] 关 于 6 函数 ， 虽 有 各 阶 Cnn) 导数 ， 
但 不 具有 本 文 意义 下 的 弱 导数 。 从 而 更 不 是 强 可 导 的 。 然 而 ， 
阁 只 限于 的 子 域 互 = {x%=0，k 关 1}， 则 它 便 是 可 导 的 。 
$ 2.2。 以 下 将 着 重 于 考虑 弱 导 数 。 为 了 简单 起 见 ， 本 文 
将 略 去 右上 角 的 弱 字 ， 而 不 再 另行 说 明 。\ 
定理 2.1。 设 广义 函数 了 (Xx)，f,(X) 均 于 x 有 弱 导 数 , 则 
F(x) = 下 (Xx) x f. GO-F 2° 也 有 弱 导 数 ， 而 且 下 列 公式 成 立 ， 


=, a7) 


| ! 
dF (x) = (0) df, (x) (0) 
| po TPO X sane TEND 


df, 1 (x) 
dx 


(18) 
lx 
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i. SEAM: 
Afi _ fix + Ax) - fix) _ , 
Ax Ae 


~ 
DE MEM 


~ 


rr) (19) 
Bal, d= 1,2 Ax= Ges Haas a mu 28 doc 的 实 值 函 
Bo FR zx ->0 KM? p g9 2 Com) WHO 
Fx? ud) (S) 导数 。 


由 上 所 述 ， 可 见 : 
AF (x) _ F(x + Ax) - F (x9) 
dx -— 4x 


= 4 wl 0) Af, | 
= fix) x Gnas + fa (x) x ae 


EU P 
45e | 
+ f GO) x 4x | (20 
4 NCR 


(a) 、 考虑 fie x " = fice x 


Ax dx 


fa Qc + Ax) - fa x) 
Ax 


EXON ES) 
» 


db fi) = 0,4, ghe. 


a 
«QD 
TOR f am x tel Qo 0o Seo) BAT 
x 
B= Zooxmm 0707 Q2 
lemek 


注意 和 式 (22) ， 只 有 有 限 个 非 零 项 ，LJw%->0 时 每 一 m 有 
Pann, 因此 4x->0 时 由 (22) 得 Eén 


166 


Lee Sy? xha (23) 


Inek 


FE, Bes (… siromaha” x O] =f 
x 

(24) 

AG dfc. 

Ax 


(0) 
— he px dx xo. 


此 即 fix) x 


) . AS (a) 完全 类 似 的 方法 可 证 明 
Af, (x) x Ah —o (25) 


axe 
由 此 定理 证 毕 。 
对 于 弱 导 数 的 链 式 法 则 ， 此 处 从 路 。 


$3. vx 


为 了 方便 ， 首 先 引入 广义 数 域 的 隔 间 概念 。 设 a m ORB 
个 广义 数 ; a2 (509505 Amp 7) BUDE C, 0, n, 0 Bags 
CR) FIBA, DIEM AL, <r <b). 

定理 3.1。 设 广义 〈 弱 ) 可 导 函 数 f(z) 定义 F (a,b, 
£c [a,b]. 如 果 对 某 个 网 (6”= C: S0), Dm A€ AY 其 中 
ARRA BAD EKATE- 09, E+ 6o] 上 是 非 单调 的 
(或 得 取 常 值 》 的 函数 。 如 果 在 箱 拓扑 意义 下 ，6w-0， 则 


_ df (x) 
dx 


证 明 。 反 证 法 ， 设 


-0. 
LII 


L t 
ec dH (26) 
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TH Mak, gis, 是 使 HO 的 最 小 指标 ， 并 且 设 m0 
则 不 难 证 明 ， 存 在 AQ€ A, YADA, 时 
fé+4x)-f Ns 
[ec e. mE en 


其 中 so 表示 第 SC, Aes (+, (Ae), KAX) KÀ”. 
Hi QD ， 能 够 证 明 f CO 的 第 ss- 项 不 满足 定理 的 假设 。 
矛盾 。 
定理 3,2. 在 定理 3*1 的 假设 下 ， 设 
fG0 = [9 (b) - e (a) (x - a) - (b- a) [e (x) - 9(a)3 


(28) 
y e) - pa) = (b- a) 9 CO 
dx |g 


现在 考虑 一 种 特殊 情形 ， 即 ， 仅 考虑 广义 数 子 集 = 0s 
当 s 二 Kk。 时 Xs=0}。 设 Y= 了 CX) 是 定义 于 瑟 上 满足 条 件 ，s 二 
Mo 时 Ys =0 的 广义 函数 。 则 我 们 有 ， 函数 的 弱 导数 等 于 强 导 
数 ， 并 且 两 者 等 于 (hko) -导数 。 

定理 81, MR y= f OO 是 如 上 定义 的 广义 函数 ， 并 且 满 


Effo, Hha, BEE, me ERD =o. 
| 
RAS. 如果 3= 了 (x) 如 上 所 定义 ， 不 一 定 有 ja) = 

LO), MEEA £CCa, b], EESO -f@ = 0-a) are d 


成 立 。 
以 上 两 个 定理 的 证 明 省 略 。 
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THE CONTINUITY, DERIVATIVE AND 
THE MEAN-VALUE THEOREM OF 
A(GNS)FUNCTION 


Wang Shu-tang, Zhan Ken-hua 
Abstract 


For a (GNS) function, in this paper, we define 
the notion of strong and weak continuity and derivativ- 
es, Some theorems concerning mean-valued properties 
are also derived 2 
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广义 函数 的 级 数 展开 。 
ERE. EE 

摘 要 
本 文 目 的 有 二 : 首先 对 (GNS) 
函数 定义 了 不 定 积分 ， 从 而 得 到 He- 
aviside 跳跃 函数 的 明确 表达 式 , 其 次 
研究 了 一 类 (GNS) 函数 的 Taylor 
RF, W 〈GNS,， 替 级 数 作 工具 引入 ` 
广义 的 指数 函数 ez 以 及 对 数 函 数 Inx 
等 。 有 趣 的 是 寻常 所 用 到 的 一 些 基本 
性 质 在 这 里 仍然 保持 着 ， 从 而 这 里 引 
入 的 函数 乃 是 古典 初等 函数 的 自然 推 

Fis 

作者 文 [1] 曾 引入 广义 数 与 广义 函数 的 概念 。 后 者 乃 指 以 
广义 数 作 基础 的 函数 关系 ， 本 质 不 同 于 工 .Schwartz 的 分 布 。 
利用 [1] 中 所 定义 的 GNL) 5 (G) 积分 可 自然 得 到 Dirac 的 


六 本 文 发 表 于 西北 大 学 学 报 (自然 科学 版 ，1980 年 第 4 其 
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6 函数 。 文 [2] 研 究 了 广义 函数 的 导数 并 得 到 一 些 初步 定理 。 然 
而 迄今 为 止 我 们 尚未 研究 不 定 积分 。 

本 文 分 作 如 下 几 节 。 

首先 ， 8 1 中 先 对 6 函数 进行 分 析 ， 并 研究 变 上 限 的 〈 不 
定 ) 积分 ， 后 者 的 导数 显然 即 应 等 于 原来 的 6 函数 ， 为 此 就 应 
引入 一 种 较 [2] 更 自然 的 导数 定义 ， 它 较 弱 于 [2] 中 所 给 出 者 。 
因此 今后 ， 将 [2 中 的 导数 将 冠 以 严 GE) 导数 等 等 。 本 节 中 
一 个 最 有 意义 的 副产品 即 是 得 到 了 Heaviside 跳跃 函数 的 表示 
方法 。 由 8 1 所 得 结果 的 启发 ， 本 文 8 2 对 更 一 般 的 广义 函数 
定义 了 不 定 积分 ， 并 证 明 其 导数 恰 正 等 于 原 给 广义 函数 。 以 此 
作为 基础 ， 我 们 于 8 3 中 证 明 分 部 积分 法 ， 并 从 而 得 到 广义 函 
数 的 Taylor 展开 公式 。 最后， 本文 8$ 4 用 级 数 定义 广义 对 数 函 
数 及 指数 函数 ， 证 明 几 个 最 基本 的 定理 。 


$1. Dirac 的 6 函数 


按照 文 [1 所 述 ， 可 由 我 们 所 给 的 广义 函数 概念 来 构造 6 
函数 。 为 此 ， 首 先 取 一 无 限 次 可 导 、 具 紧 支 集 且 满足 下 条 件 的 
普通 实 变 函数 0" ，|g* ()df=1。 然后 由 g" 定 义 广义 函数 。 

JG OD Xl E= (Dyer ES 
go s 对 其 它 x。 D 

- 文 CH 证 明了 上 述 g CO MÆ Dirac 的 3 函数 。 

更 取 一 国定 〈 广 义 ) 点 ， 例 如 可 取 a= (-D xl 并 设 
3 是 一 个 广义 变量 ， 现 在 我 们 来 定 
义 不 定 积分 《定义 过 程 中 攻 是 国定 的 ) 。 

201 


首先 引入 广义 函数 9 GO 
gx), Sx 位 于 ary 之 间 时 3 


g (x) = (2) 
Tai 对 其 它 的 x。 
FEY Y= 050,050 Yis Yas) 时 
~ un 
(GNL) f g (2) dx = f g' dt (3) 


(3) 式 积分 即 可 认 作 是 g(x) RFRA E -(x:x0, Hx 
<M LORS, HEU 


(GND (good, 然而 作为 不 定 积分 尚 应 加 上 一 系 殉 尾 量 部 
E 


分 ， 它 们 是 集合 Ek= (x:x20, MLk hj xs = Ym 而 且 x* LF 
0 与 yh 之 闻 } 上 的 积分 ， 其 中 = 2,…。 由 于 g OD 依赖 于 x6 与 
Xi HUM EF (这些) Er 上 的 积分 Gh BAE E Cyn =0 
时 取 G*=0)， 
@ yO 时 Gs=0; 
Gi) yo=0 时 Gr 7g* (J) XU X Lok-i)e (4) 
总 之 ， 设 G(X) 是 g(x) 的 不 定 积分 GC) = fioc dz, 
TU G Co 的 具体 结果 将 是 
第 0 位 
(* M x 0,0, 405 —00,- 0, +++). 
| 1, 235 x2 607,0, 7,0, + 00, 00, +) | 60 


GOD=} 5, - 
i g (dt Dg E) Xii Xl, 对 其 它 
um = s 


x. E= (,0,7,0,2,25,7) 时 。 
i. XJ (GNL) 积分 着 重点 在 于 实数 值 ， 现在 不 定 积 
202 


分 由 于 考虑 到 “边界 2 贡献 加 入 了 一 些 尾 量 部 分 ， ARATA 
通 实数 而 不 计 尾 量 (后 者 永 处 于 高 级 数 区 ) ， 则 其 二 者 之 间 的 
关系 完全 辐 于 古典 分 析 , 特别 ， 设 广义 函数 8 =f) = Cro 
Uns) BRA, wR Æx ER, E y= 0 时 -ys= 0, 
(<0) ， 则 二 种 积分 的 关系 就 与 古典 分 析 中 的 完全 一 致 。 
人 下边 讨论 函数 y = f(z) 的 导数 。 
定义 1.1 设 y= 于 (X) 为 一 广义 函数 ，x。 是 一 广义 固定 点 
(不 失 一 般 性 可 认为 该 函数 定义 于 全 广义 数 域 上 ， 否 则 仅 须 作 
一 些 明显 修改 ); 记 xX=Xo+LX， 其 中 LAX= (…(LX) -mw 
ty (DX) ont s (AX) nye) EA 
AL "ie dm feo ze, D anu Dy) f 
(6) 
其 中 bs =bs (AX)，。 
BB y 9f OO dà Xo 的 导数 为 Cn]: 7,09, Qn) 
是 指 下 条 件 成 立 : 对 每 -- 整 数 ! 及 任意 实数 e 之 0， 存 在 实数 列 
oo 其 中 0420, M 某 ky 起 即 kæk, 时 
6u>0， 且 能 由 1(L 人 xD) :| <ò: (s =0, 士 1, 士 2,…) 推 出 
| bi- ai] <e. (7) 
注意 上 述 定义 与 文 [2] 中 弱 导 数 定义 的 区 别 在 于 ， 此 处 定 
义 中 之 RYN He 而 变 ) ， 内 此， 今后 文 [2] 中 定义 
的 导数 将 一 律 冠 以 “ 严 ” 字 。 因 为 上 述 定义 最 然 缮 于 [2] 中 者 。 
定理 1.1 设 G(x) 是 前 述 6 函数 g(%) 的 不 定 积分 ， 则 
G(x) 9S3 G (x) -900. | 
(dE. db CO) 的 第 一 式 及 第 二 式 知 ; 当 和 = 3X Eo 
eX) 不 是 形 为 《…,0,…,0sX1sX2，*…*》 的 广 半数 时 ， 
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G' (x) =0. 
由 5) 的 第 三 式 ， 当 x= OO, OM Hey), FE 
MLLER k= 2 容易 算得 


Gb s, DM Da = g° [629] x lew (8) 
因此 
G’ (x) = g* (x0 X l-n = g(x) (9) 
GEH 
从 纯 实 数 范围 看，G(x) 取 值 情况 由 (5) 显 然 是 
0， 当 YX<0 时 ， 
aco -[" OM ao 


这 正 是 Heaviside 的 跳跃 函数 。 定 理 1.1 说 明 Heaviside 函数 
的 导数 正 是 6 函数 glx), HIG) RA A Heaviside 函数 的 明 
WRAE Ria, 

注意 定理 11 证 明 中 取 包 = 1 就行 了 ， 介 不 得 取 名 = 0, 
een NE 因为 后 者 由 函数 定义 
域 的 考虑 则 应 取 k= 


$2。 广义 函数 的 不 定 积分 


”为 了 氢 述 方便 起 见 ， 采 取 下 列 一 些 限制 ，(1) 所 有 自 变量 
Xm Co Lim at Kaye Eng EBLE M RLO 时 a 0, (2). 
函数 3= dec “oma os sas) GND AR I 
且 每 一 位 ys EDUEMCE x WARA An a T 

Uk = Ua Xs1,5*7* X0) : (11) 
其 中 1 是 的 函数 : 1=1(k)。 
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可 以 按 上 述 $ 1 中 的 思路 构造 (x) 的 不 定 积分 F e) = 
[Fdz h a JEU ER ARO SON MATRA = (…， 


0,…,0，…) o RERA FO 与 [1] 中 积分 (GND) | $e) dx 的 
主要 区 别 即 在 于 前 者 考虑 到 边界 点 z 而 于 后 者 加 入 了 一 些 尾 
Hb, CHEFS MEW) 数 区 之 中 。 当 仅 看 其 实数 部 分 ， 且 
取 全 广义 数 域 时 前 者 自然 得 到 后 者 ， 然 而 正 是 这 些 尾 量 使 
F GO 的 导数 F^ GO 正好 等 于 fGO ,实际 上 ,我们 发 现在 只 满足 
这 些 条 件 的 要 求 下 不 定 积分 仍 不 是 唯一 确定 的 ， 我 们 可 以 考虑 
采取 其 中 之 一 种 。 

定义 2.1 设 广义 函数 为 y= 了 (X) = Cr Yams t es 
Yas) ， 它 是 《GNL) TAH, AWEDA, HM fGO 
的 不 定 积 分 万 指 玛 (z) = 0,0, 06, P GO o 7 CE Je 
e) ， 其 中 EF (x) ] 的 决定 方法 如 下 ， 


(@) [FGO3,- «NL, | f. dz a2) 


foo, Maxze x, 


式 中 fo =f) 对 其 它 z 


as 
x & 
(13) f a (E ET 38, 比如 取 @=(…,0,… ,0,…)。 
© ©) MEF gum Ye Gs zu HERI, | 
&- T stems dt xlet+ » 多 (op ta) Xt 
Xldeb,. c n AE (44). 
O 最 后 取 卫 (zx) 的 尾 量 部 分 为 > in HEEREN 入 于 
k-1 
(GR Z EF GO Jo x 14w 即 最 终 地 得 到 不 定 积分 F(X) 。 
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下 边 讨论 不 定 积分 与 原 给 函数 的 关系 。 
定理 2.1 设 F(X) 是 了 (Xx) 的 不 定 积分 ， 则 F’ (x) = 了 (Xx) 


[f feas] =t. a5 
证 。 设 
F+ du) -F(X) _ 
Ax 


当 % 固定 时 m4 将 是 人 IX= (+, (AX) m, o (IL) 95+ E 
OORE, BHSXOA 可见， 当 取 (Lx) ,= 0,5. (AD 
R) , WA gy Ksm) 。 由 定义 1,1 即 得 F' (x) = 
fce. GES) 
为 着 说 明 ， 今 举 以 下 例子 ， 
试 考虑 文 [二 式 (46) 所 定义 的 广义 函数 K); 
(C g* (Xni) X lt qn» mz 0, H 


R= (7,0, xp verant Xmas, 


4 4 
第 0 位 Smp 6 


Co Nm Nn) © 


Kin | 


lo, HREH Z. 

(16) HCY, K=1,2,0°,mM+1,mM=1,2,5) 为 满足 文 [1] x 
(45) 的 实 系数 19" O 为 满足 条 件 f g' Odt=1 的 无 限 次 可 导 且 
具 紧 支 集 的 普通 实 变 函 数 ， 实 数 点 列 {Xx 名} 其 中 h<n，n=1， 
2,…， 满 足 引 理 I ( 文 [1] 的 (41) 式 。 同 时 不 难看 出 (L1) 定理 
9 后 边 所 述 ) 对 于 点 列 { of? ) 除 (41) 外 尚 可 附加 下 列 条 件 ， 

C) BL-M,MI(M<+ oo) 是 任意 实数 区 间 ， 则 (ct 
中 只 有 有 限 个 被 包含 于 该 区 间 之 中 。 为 着 叙述 简单 ， 还 假设 
xP 成 立 。 取 a= €7,0,7,0,720 X 2-7 (OPT EY PETT 
257) 按 定义 2.1 可 计算 |“ K de tia , 
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CD H 2 05,0,7,0,0, 160,7) RE 
i 
第 0 位 
[7K @ax- (GND) | K codx -Ko an 


注意 (17) nix K (o) 中 的 “12 表示 定义 于 实数 直线 上 且 恒 
等 于 1 的 实 常 函数 ， 这 函数 显然 并 不 属于 基本 空间 ， 然 而 可 将 
它 加 入 文 [1 定理 8 中 之 了 ， 此 时 并 可 规定 K (1) —T GÉSO 
值 ， 于 是 定理 8 的 一 切 证 明 步 又 仍然 照旧 成 立 。 
(2) 车 z<<C…,0,…,0, 一 00, 一 00"…), 则 有 
第 0 位 - 
f kcodz- v. (1g) 


. Q) 计算 函数 
g' (Xm) X lom M W= 65,0,75,0,,0,,*, 
Kn(x) = 1 Qnis Xm) 时 
0, WHE x. (19) 
的 不 定 积分 , (19) 中 ao= Qi = Qs,=…= [ = 实 常数 。 并 且 假 
FEC Oy erry — 09,7 66,-) KLEL (oe Dy rey FO, 100,7) , 
第 0 位 第 0 位 
BOEX 21, af K(x) dec =>) Er, Wi k<O RE 
. k 
£,-0, T4 k- OR, 
CÓ) d$ 24 (07,0, 5,0,0, 7,054,700, = 00, HM 
£= 0; 
db Z> CH Oye eg Qig 05-1, * 00, +00,1) 则 


$07 


&- i; 
di AF z 是 形 为 2= Cerdos sän- 2m) 


的 广义 数 Cay 77 dui 的 意义 见 前 ), 则 = 0° co dt. 


至 于 k>0 时 的 ,容易 看 出 当 z ED 中 形式 时 64= g* 
(Zm) XzZm+iX1h)， 否则 £a 0。 


O 最 后 计算 K(x) 的 不 定 积分 | Kde, 其 中 (…,0， 
ee i 
" 位 第 0 位 

HRS Kode D 各， 则 由 上 述 之 9) 有 下 列 结果 


G) À ko nj £x 05 


GD "k-0RHjf£- > Cr+ ôo (20 
其 中 右 端 第 一 项 的 求 和 遍 取 满足 下 条 件 的 m,，k: 0,0, 
BPAY yee KEP + 004 + 09,7) Cg | QD 
而 T IM (m, +g" dt, 当 存在 mos hs di 
| z= (7,0, A SD ee X tD, 2 (m+1) 900) 多 
= -+ 2, 22) 
Ks ` 第 i 位 第 mo 位 
对 其 它 z。 
Gil) k>0 时 车 z 的 形式 为 2= CH am neakra tn, 
1 
第 iu Sm. 


Zonen e 则 = Cee xg* (2m, gs 1). X Zon, tht X Lay (23) 
否则 .64= 0。 
注意 由 于 前 述 关 于 {x 外} 的 条 件 (*) 容 易 验 证 以 上 各 . 式 均 
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是 有 意义 的 。 至 今 全 部 计算 完毕 。 

由 式 (23)， 若 于 定义 1。1 中 取 m 代替 那里 的 Ke， 便 可 直 
iiir | Kode] = 天 C2) ， 由 此 明显 看 出 这 里 导数 定义 正 
是 保证 了 便于 处 理 类 似 于 6 函数 等 的 函数 。 注 意 此 时 ， 下 列 关 
系 不 必 成立 

f f' Godx-f( -f(a) oD 
仅 管 式 (24) 两 端的 导数 相等 ， 然 有 下 列 定 理 成 立 。 

定理 2.2 设 有 二 广义 函数 = 了 (z) 与 zZ=g(z) y= (…， 
2 Zas HERE E 
Ak, ya 与 2% 均 依赖 于 同一 组 的 有 限 个 x:， 即 

Y= Ys Xess Hoy) 

Zh= Zh lEs Xs) (25) 

又 设 于 定义 1.1 中 取 固 定 的 hk。 时 了 (x) 与 9(X) 均 可 导 而 且 
f G2 =g' (x) 。 于 是 必 有 仅 依赖 于 xXh,h<kos 的 可 导 广义 函数 
ha) t fa -g(x) =h(x), 

EB, ARE L-m=0M= 1,2,…) 条 件 下 进行 考虑 ,而 且 
土 述 导数 又 是 文 [2] 中 的 严 弱 导数 时 ， 必 有 常 (广义 ) 数 C 使 
fa -g(z) = C。 

证 。 不 失 一 般 性 可 设 ge) m Co 490 Ope oes). Bü 
|J-—0m-12,-). 

(D MAE yee DUCIT cech SUA 
(2) 步 ， 若 加 还 依赖 于 某 些 Rd. WE (ED) 二 点 3 Be 
x-x =Cxlw (C 表示 实 常数 ) HFOAIH). ba BK 
些 上 的 最 大 标号 。 这 个 局 的 存在 是 由 于 假设 了 uu 仅 依赖 于 有 
限 个 ws。 取 局 代替 定义 2.1 中 的 乌 ， 容 易 证 明了 (xz) 实 际 上 并 
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不 真正 依赖 于 xu 而 变化 ， 这 是 矛盾 . 

Q) RÍO - yO FEE CO 中 的 了 (x) 进行 同一 推 证 ， 即 
f$ yi 也 仅 依赖 于 Xr KR. 

继 此 即 可 证 得 定理 。 

从 上 定理 可 见 ， 文 [2] 中 严 弱 导 数 具 有 其 自身 的 意义 , 然 其 
缺点 是 厅 能 适用 寺 处 理 类似 于 6 函数 筹 的 一 类 函数 。 本 文 所 给 
出 的 导数 定义 完全 适用 于 后 种 类 型 的 函数 ， 但 (24) 式 却 须 加 以 
变形 始 能 成 立 。 这 种 现象 正 说 明了 6 函数 与 通常 实 变 函数 存在 
着 根本 差异 ， 文 [1] 的 结果 说 明 从 积分 观点 看 二 者 又 可 纳入 同 
一 处 理 方案 ， 广 义 函 数 的 《GNL) 积分 的 意义 即 在 于 此 、 

个 边 将 说 明文 [2] 中 严 弱 导数 的 作用 。 


m $3. Taylor RF 


一 个 最 简单 的 广义 函数 是 y= 了 (X)，X= 00,70, Xos 
Bye nye) ;严格 写 出 即 是 5 | 
X, H x-(0,0,55,0,2,,x,,72 BY 
0, 对 其 它 的 x。 多 
因为 我 们 仅 限于 在 广义 数 域 的 集合 忆 = (e: Xn = 0} 上 进行 考 
JE 〈 这 正 象 可 把 普通 实 变 函数 看 作为 平面 上 沿 zx 轴 上 定义 的 一 
样 ) ， 故 (26) 式 的 函数 便 是 Y=, 注意 在 此 定义 域 中 进行 研究 
时 它 的 导数 是 实数 1 ， 这 一 导数 还 是 严 弱 导数 。 由 此 可 见 ， 对 
让 研究 类 似 于 多 项 式 的 广义 函数 ，: 必 须 采取 严 弱 导数 。 本 节 以 
后 的 讨论 中 ， 将 假定 了 (%) 是 严 弱 可 导 的 。 且 Yn=0， m>1, 
定义 3.1 若 对 广义 函数 g (2 存在 广义 严 弱 可 导 函 数 
FO) HE f GO 的 导数 f^ (z) = g(x) , 则 称 RIRO S a) ~ 了 (a) 
是 g(x) 的 一 个 "不 定 积分 ， 记 作 
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y= fan «| 


i a 
[d g(2)dz= f(x) fia), an 


下 边 建立 分 部 积分 法 ，。 

定理 3.1 设 W(X)，U(X) 为 二 严 弱 可 导 的 广义 函数 , 则 下 
IARR 

uov @dz-u@v@|*~"(Foerw odz ew 
其 中 假定 右 端 "不 定 积分 存在 。 i 

证 。 由 文 [2] 定 理 2.1， 容 易 看 出 (28) 两 端的 导数 相等 , EL 
X=Q 时 左右 两 端 相等 。 因 此 定理 3.1 即 能 由 下 列 引 理 推 出 。 

引 理 。 设 有 严 弱 可 导 广 义 函 数 Yy= 了 (Xx)， 满 足 $2 开始 时 
所 作 的 那些 假定 ， 而 且 (e)=0, p fie) 必 便 为 常 (广义 》 
数 。 

证 。 设 y=f i = Cd-m Yo Yast)» 其 中 
y-m=0, m»1. TË 

(—2 yosm 0. 

d Yo= gon, Xs). Kin mm n, ETER Yo 其 
实 并 不 依 Xr ME. LRE Af 00 是 严 弱 可 导 从 而 也 在 本 文 
定义 1,1 的 意义 下 当 取 6:= 0 (S8). 及 dn 之 0 时 可 导 ， 如 此 


LU = 
Ju 的 最 前 一 位 将 是 


[ Mon, Lat + (DX) nt) — go Xn t Xay) IT I 
= Ax $3 ed 
: . Q9) 
由 (29) 即 得 
ayy ` pe a re 
àx, 70 : : . (30) 
2H 


六 此 明显 看 出 AK ao, 而 变 。 同 理 即 可 证 得 =C, 其 中 


C 为 实 常 数 。 
(二 ) 由 《一 ) 以 及 相同 的 推理 方式 又 可 得 yim C, Cv 为 
JRK. ; 


根据 数学 归纳 法 即 可 得 引 理 的 推论 ， 于 是 引 理 证 毕 。 
建立 了 分 部 积分 法 (28) 即 不 难 推出 下 殉 
定理 3.2 设 f(x) 有 直到 (n+ 1) 阶 的 严 弱 导 数 ， 则 下 列 公 
式 成 立 ‘ 
E " - a  £° 00 gy Le 
f =f) +f’ a) x-a) sx ET (x-a) T 
d: jc G- 2d QD 
i. HUN 
f(x) =f + T f' (de (32) 
Rk, RF =f’ Y) Gc- y) iR m AX EBA 
Pew BUSH GE f^ (X) 严 弱 可 导 假定 下 ) ,再 由 了 (xX) 


Gc - a) 7839] SM, dk Q9) hi vn 7 f' MR 
u(z) =x- z 即 得 


fir edz =f" «0 -a) +" [fco a) de an 
继续 同一 推理 即 与 古典 分 析 完全 相同 的 得 到 QD) R.: 
CEH) 

设 对 广义 数 Z= Cor amy Zor Zest) 引入 一 种 模 | z |o 

意义 为 ! 1z1= supf| 20}, BRIAR |z] <co 不 必 成 

立 外 |z| 具有 普通 实数 绝对 值 的 一 些 基 本 性 质 QU |- |=] |, 

101=0 及 ae+bil slal+|bl 等 ) ， 在 此 模 数 意义 下 ix |>0 
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即 是 文 [2] 中 的 强 收敛 。 
定理 3.3 设 z=f(X) 为 具有 一 切 阶 严 弱 导 数 的 广义 函数 ， 


且 存 在 实 常数 使 |fo*aGD| <M, W-E reo) gi-o* 


dy>0 〈 文 [2] 中 弱 收 和 敛 意义 下 ) ， 只 要 左 端 * 积分 的 每 一 位 均 
是 (多元) WRB. FRB RHO 意义 下 下 
列 公 式 
jæ) = De f" (2) (@-a)" (34) 

成 立 。 

证 。 分 作 下 列 几 步 进行 证 明 。 

C diit ya)" 第 了 位 的 绝对 值 。 

设 以 名表 其 第 1 位 。 由 于 如 仅 与 j-a 的 前 1 位 有 关 。 记 

17 maxt | (y-0.| } 于 是 一 个 最 粗略 的 估计 便 是 ， 


é=- R= DP] [G-X)4x(G-X)»X 


m tetni 
X (0-0) my Is 
$1] SECH Dk", Atm, RAE HBR, 


C) dift n = 6,0,77,0, 555, 7,55 2, W 
|&m| <M, 


(三 ) fii L- fet Ge) (e E 第 位 的 绝对 值 ， 
记 该 第 位 为 4 时 ， 显然 是 mi= 下 D énxé A 
D dm * ` 
有 lml < 去- res, | Em | + Haec x Mx d Dx 


"i DK" (35) 
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LA 23 moo WT [ae | 0. 


(m) d" xii L7 ("re Cy dy 的 第 3 位 为 


0, = 0, (Xo，…, Xs, ) 注 党 到 所 考虑 的 广义 函数 严 弱 可 导 ， 又 有 下 
列 关系 

96, 
| Ox, 
| 


Ns 


ie (36) 
90, . 
là, T 
iH (6) 并 注意 USO 及 上 述 之 〈 三 ) ， 从 多 元 函数 微分 
中 值 定 理 容易 推 知 


n-»oo 时 0,0. 


HB, Ines x, ME [7 eoo Gr - prdy>om 


于 % 是 任意 的 ， 从 而 定理 得 证 。 
ik. EIR (D) 的 证 明 用 到 某 种 收敛 的 一致 性 ， 但 这 由 
(三 ) 之 证 明 极 易 看 出 ， 不 凌 述 。 


$4 指数 函数 与 对 数 国 数 


本 节 将 对 通常 最 常见 的 两 类 函数 即 指数 函数 与 对 数 函 数 进 
行 讨论 ， 这 里 所 讨论 的 只 是 一 些 最 基本 性 质 中 的 几 个。 

4.1” 关 于 指数 函数 | 

试 以 下 列 级 数 定义 广义 指数 函数 er: 


o i 2a am "peer d i 
e: Por ap * i (37) 
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QD HELENA BARK T. 
定理 4.1 BK G 是 收敛 的 。 


dE. x= x Xn X Lomi EU (37) HB RAC. Ait WE 


x" 的 第 k 位， 记 它 为 6,n»， 于 是 显然 有 


En= J, Xa X Xm Xe X Emy o G8) 
m termy =h 
RP ms KEREK. 
由 Ge 得 
| £s |<E(k + D max( |, |), (39) 
Osc 


而 (9 式 右 端 级 数 第 位 为 


1 
a (40) 
为 了 验证 (40) 的 收敛 性 ， 根 据 (39) 又 只 须 证 明 下 级 数 收敛 : 
yp "e 
Ba Dia [+ Dmnx( | xs 122^, (41) 


但 这 是 显然 的 , (4D 的 和 8S= expL + Dmgxt 127. 
定理 4.2 AX 
erty=e7 + ev f (42) 
恒 成 立 。 
证 。 只 须 证 明 (26》 AAPM, WHER k RE PE 
$. HEM, The Sy RENTAN 《自然 数 ) 使 
(23:7). 


iwi TH 


e| ($ tir) | en ems 


Hp, 表示 广义 数 z 的 第 s 位 〈 它 自然 即 是 普通 实数 )》 。 由 
21$ 


此 明显 推出 ("er)4= Dy nix m= 3 (X an) x 


l+m=k lrm=h ` nzo 


-此 即 (er 。 ens (Xe), +m 其 中 M 是 一 常 实 
数 。 让 N->co， 则 M.>0 再 由 直接 验算 即 得 
(ez。6E0) = (e7*Y) 5, GES) 
下 边 推 广 普通 实数 函数 中 的 公式 “ 
(e)! zer, 
定理 4.3 公式 
(e*)’ =e" (43) 
恒 成 立 ， 左 端的 导数 是 严 弱 导数 。 
证 。 分 作 下 列 几 步 。 
(一 ) (xX snx 仍 成 立 ， 其 中 和 是 广义 自 变量 且 设 
mziHb, Xm=0, X n BARK, 
x. 
C ik fw) =e, 则 由 (32 ; 式 得 (此 时 A Ra- b" 
= (a=b) QM Fab 4 FO) SHARE s 
J c+ Ax) - f(x) 
Ax 


=1+ Dte anion AX) e 


* x dx)"-] (44) 
不 难 直 接 验证 (44) 通 项 中 的 atn tat rt da een 
Ge Ax)! RWAF nx LEIET) . REX E. 
M, ARAB Saye 有 下 列 估计 :- 
1 : a- : 
[foe [El er DK (45) 
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re 


其 中 

Kı = max{maxfl zs ],maxtl æ + (dæ J} e 

咎 (45) ， 知 国定 时 44) 右 注 级 数 的 第 位 一致 收 
M. He ETE Fi Ae oO f 0 = 2 aie 

CEHE) 

4.2。 对 数 函 数 

首先 证 明 下 列 引 理 

引 理 4.4。 xy ener 

E. Mh EZAT 


f <ko IY Xr = ys 
X ko Yko i 


(47) 


FÆxr=z+x, y=2+y, #PZ=X%X,X| t+ Xon X 
Xuo-b，X' =X"X lans Y =Y"X liko. 
根据 定理 4.2， 为 证 明 引 理 4,.4 只 须 证 明 e:’ 才 ey/ 就 行 
Ta 实际 上 ， 不 妨 设 ho>0， 
(€ 1*2 equ 
1 ! (48) 
Ver siy +p +t l 
HF G8) max “以 后 各 项 及 2 BER 是 leko 以 后 数 区 的 
数 ， 而 e*' 5jev' 中 第 te 位 各 是 Xi 与 Yho， 由 《47) 第 二 式 . 即 
Rer ser, EZ 
引 理 4.5 方程 er = z RARD a AR Y RRRS 
>0. 
证 。 由 方程 
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i 


gb = 下 
selryt+ sy t +e une (49) 
比较 对 应 各 位 可 得 下 列 方程 组 : 
a 
ne Yrt Yor t + ay ur am 
1 (50) 
|^ dene 
PENA $Y ti + Sh= Nh 
| : ta T i 
L. 


S 式 申 符号 5 PTT Yo Yo HETH SR 
式 。 60 式 可 变形 为 ， 

ev? = X. 

gie x, 


| 

ps 

s i (51) 
|ne [S DEDOPEE Xp 

|^ "s 

m 


AR GD SR, EDER- x 可 解 则 x0) 反之 着 xn 
>0, Ng. GD 第 一 式 定 出 ， 然 后 代入 第 二 式 又 解 得 
yi， 再 代入 第 三 式 解 得 y.，…。 由 是 引 理 得 证 。 

由 这 一 证 明 也 可 看 出 解 y 车 存在 ， 则 解 也 必 是 唯一 地 ， 
因此 立即 可 得 ， 当 x 取 纯 实数 时 3 必 也 是 纯 实数 .这 最 后 结 
果 也 容易 由 51) 式 直接 看 出 来 ， 实 际 上 ， 由 x1= 0 及 G1) 
的 第 一 式 得 如 =0 从 而 =0, 又 从 《51》 的 第 三 式 得 Y=0， 
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于 是 也 有 I, =0，…… 。 继 此 可 知 Y 必 是 普通 实数 

上 述 这 些 结果 乃 属 所 预料 者 。 

定义 4.1 设 ee=Y，3# 即 称 作 是 % VA e 为 底 的 《自然 ? 
APER. WE y= In x, 

由 前 所 述 ， 可 见 In nyse OUS 2,770, 

和 普通 实 变 函数 一 样 ， 有 下 列 推广 了 的 

定理 4.5 在 文 [2] WRX Fine 严 弱 可 导 ， 且 有 
anay =t, 


证 。 由 文 [2] ， 及 ez= Y， 对 两 端 求 导 即 得 定理 之 证 
明 。 
定理 4.6 下 列 展开 公 成 仍 成 立 


Ind +x) -x- ieele- e (52) 


Hp fe] <1; GR [x | 的 定义 见 定理 3.3) . 
证 。 PETALE. rete 


m ) ax] -— X. 


e tg) Mua etc, HRPM RS 
BA, 详细 的 产 格 证 明 此 地 从 略 。 
"oC HPCO X Taylor x (31) , 取 w=1xlo=ly 
得 n . 可 t Uu 


In(it+x) =x- e. DI ee (~D"x 
W efa Aa PE EN $ a 
v f. xy, ni X Gn. 


(=) 可 以 验证 Wn->co 时 在 文 [2] 弱 收 敛 ( 即 按 位 收 化 》 
的 意义 下 (53) 中 "不定 积分 的 每 一 位 对 1xX |<1=6 (6>0) 
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— Ei ECT 0. RUC ED ATES EE, HEMET, ok 
里 就 从 略 了 。 GE) 
从 定理 4.2， 引 理 4.4 等 容易 证 得 。 
定理 4.7 ZBXIn@y) =nx+lny RM. 
另外 有 In 1= 0 等 等 〈 这 里 的 “1” 即 实数 1x 1) ， 这 些 
习 知 的 初等 性 质 此 处 一 律 从 略 。 
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(GNS) FUNCTIONS DEFINED 
BY(GNS) POWER SERIES 


Wang Shu-tang, Zhan Ken-hua 
Abstract 


In the present paper we first define dindefinite inte- 
grals for (GNS) functions, so an explicite exprssion of 
the Heaviside function based on (GNS) is obtained, 
Secondly, the Taylor development of a (GNS) function 

7 is investigated. we introduce the generalized exponen- 
tial function e* and. the logarithmic function Inx, the 
ordinary basic properties of them are also obtained, 


220 


广义 层次 空间 * 
ERES ERE 
m 要 
本 文 以 广义 数 为 基础 提出 广义 层 
次 空间 概念 以 反映 多 层次 的 物理 世 


界 ,、 并 对 近代 物理 中 的 发 散 困难 提供 
出 了 一 种 处 理 看 法 。 


c» 


。 我 们 所 面 圣 的 物理 世界 ， 是 一 个 多 层次 的 物理 世界 ， 这 已 
为 人 们 越 来 越 深刻 地 认识 到 。 
数学 ， 是 从 物理 模型 中 抽象 出 来 的 建立 在 实数 基础 上 的 
数学 分 析 方 法 ， 本 质 上 反映 且 适 用 于 描述 宏观 的 物理 现象， 
这 种 数学 方法 的 特点 就 在 于 所 磁 到 的 物理 量 永远 存在 于 宏观 
这 一 个 层次 。 多 年 来 ， 人 们 过 分 夸大 了 这 一 个 层次 的 数学 方法 


O 本 文 发 表 于 :西北 大 学 学 报 ， 自 然 科学 版 1980 年 第 2 期 。 
Er 


的 意义 ， 在 数学 上 所 谓 一 个 点 即 被 理解 为 一 个 不 可 分 剂 的 E 
在 ， 而 将 超出 这 一 层 的 大 量 则 又 统统 命名 为 “无 穷 大 ”这 一 绝 
对 物 ， 并 实际 上 把 它 排斥 于 考虑 之 外 。 

自然 科学 的 发 展 ， 不 断 对 这 种 形而上学 的 论点 进行 冲击 。 
由 于 量子 力学 的 发 展 ， 在 物理 中 出 现 了 类 似 于 Dirac-6 函数 的 
这 种 非 寻 常 意义 下 的 函数 关系 ， 就 是 一 个 显明 的 例证 。 

6 函数 提出 后 ， 多 年 来 得 不 到 数学 家 的 承认 ， 这 是 因为 一 
个 在 原点 x = 0 取 值 为 co, 而 其 余部 分 取 值 恒 为 零 的 函数 5(z)， 
无 论 从 Riemann 积分 或 从 Lebesgue 积分 看 来 ， 积 分 值 都 应 
等 于 零 的 原故 L. Schwartz 提出 (1950) 的 分 布 论 ， 虽 给 
出 了 某 种 可 行 的 数学 方法 ， 然 而 却 是 〈 也 仅仅 是 ) 将 6 函数 看 
作 基本 空间 的 泛 函 ， 我 们 认为 ， 上 述 这 一 矛盾 所 出 现 的 事 
实 ， 恰 好 说 明了 实数 仅 是 多 层次 字 窗 中 一 个 层次 的 量 ， 而 8 
函数 所 出 现 的 情况 ， 正 是 反映 了 不 同 层次 之 间 量 的 运算 关 
系 ， 若 仅 限于 在 一 个 层次 中 来 考虑 多 层次 宇宙 中 的 物理 量 。 当 
然 就 会 出 现 不 能 解决 的 矛盾 。 

要 正确 地 从 数学 上 定量 描述 我 们 所 面 对 的 多 层 次 物理 世 
界 ， 必 须 有 一 整套 新 的 数学 方法 。 当 然 ， 这 一 套 新 的 数 学 方 
法 ， 一 定 会 利用 已 较 成 熟 的 宏观 层次 中 实数 运算 作为 其 发 展 的 
基石 ， 但 肯定 会 加 进 许多 新 的 因素 ， 导 出 一 系列 新 的 规律 ， 宇 
今 为 止 ， 人 们 已 作 了 许多 种 探索 ，“ 非 标准 分 析 方 法 ”就 是 人 
们 现在 较为 普遍 采用 的 一 种 ， 它 从 数理 坎 辑 上 证 明了 实 无 穷 的 
存在 性 。 ^ 

ATESRHOREEUK EE XE, fund 试 着 在 文 
献 [1] 、[2] 所 提供 的 ! “广义 数 只 的 数学 理论 基础 上 ， 米 HE 
立 起 … 种 “广义 层次 空间 ”的 物理 概念 ， 在 本 文中 初步 讨论 了 
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EE REWER, MAKAMEARR, MA, TFA 
一 个 运用 实例 ， 从 广义 层次 空间 的 概念 与 运算 方法 出 发 ， 初 步 
讨论 了 量子 场 论 中 的 Dirae 场 的 发 散 困难 。 

我 们 深 知 ， 我 们 正在 进行 的 工作 是 一 个 数学 物理 体系 的 开 
始 性 起 步 工作 ，-- 方 面 必 须 在 我 们 已 建立 的 “广义 数 ” 数 学 理 
论 基础 上 发 展 数学 理论 ， 另 方面 还 必须 在 “广义 层次 空间 ”的 
框架 下 来 研究 各 种 物理 实际 。 摆 在 我 们 面前 的 任务 是 艰巨 而 诱 
人 的 ， 在 发 展 过 程 中 ， 肯 定 会 不 断 地 自我 扬弃 ， 也 希望 学 术 界 
的 朋友 们 指出 错误 ， 以 求 改 进 ， 


(二 ) 
我 们 的 《广义 层次 空间 ”设想 ， 是 在 文献 [1] 、[2] 
“广义 数 ” 数学 理论 基础 上 发 展 起 来 的 ， 但 对 它 作 了 某 些 扩展 
与 改 形 。 
1。 让 我 们 考虑 如 下 〈 向 两 端 均 无 限 延伸 的 ) 实数 列 
x= Dxx lw = Xay Loy Aj, 9) (0D 


及 
Y= Dax Lem = CU, Yao Yo yp =), Q) 
k 


RHiMIMABRK (RARR E, "pf, WI 是 
A00, BABAR d x0. 

两 个 列 x 和 2 的 顺序 按 字典 式 ， 即 从 前 向 后 看 ， 第 一 个 使 
X. Yr 的 肢 标 设 为 h， 且 Xho<yro， 即 说 <y。 

将 上 述 列 申 每 一 项 作为 一 个 数 区 ， 第 0 项 命名 为 第 0 数 
K, .第 1 项 命名 为 第 一 数 区 ，…。 这 样 ， 普 通 的 实数 只 相当 于 
其 中 一 个 数 区 ， 而 多 数 区 量 则 是 实数 的 推广 。 
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lim AB RPRR AMR, ELA 
Lom = Grr, 0 oy 1, 0, e) (3) 
kb 
38 BERL, Las Sao PRISE FE ARAM, ELST BUTE BK 
的 1 。 
2 . 设 c 为 实数 ， 定 义 


CX- (e, CX, c, CXey cn, CXI, =) (4) 

定义 加 、 减 法 为 

latis ry dy ots 0, d, D (5) 

第 i 位 第 j 位 

xty-Ge, Xky.s c Xebys cU) (6) 

3E X. e 73 f 

lX ly = lash C») 

xey= $19. Gy) xw <8) 
h ikink 

除法 是 乘法 的 逆 运 算 。 


定义 了 上 述 运算 的 列 x 之 集合 ， 称 为 广义 数 系统 ，z 称 为 
广义 数 。 每 一 数 区 In 是 整数 ) 与 实数 具有 相同 构造 (不 计 
HD. MEL a 

3 。 满 足 上 述 1。2 定义 的 每 个 数 区 ,我 们 看 为 是 一 个 物理 
层次 空间 ， 多 个 数 区 的 集合 就 构成 了 有 多 个 物理 层次 空间 的 集 
合 ， 我 们 把 这 个 集合 ， 称 为 广义 层次 空间 。; 

比如 ， 我 们 把 0 数 区 称 为 宏观 层次 ， 第 -1 数 区 称 为 第 一 微 
观 层次 ， 第 2 数 区 称 为 第 二 微观 层次 ， 等 等 ， IB C1) 数 
区 称 为 第 -~ 字 观 层次 ， 第 COD 数 区 称 为 第 二 字 观 层 次 ， 等 
等 。 这 样 多 个 层次 的 集合 ， 我 们 就 称 为 描述 真实 宇宙 的 广义 居 
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次 空间 。 

当 我 们 把 广义 层次 空间 的 每 一 层次 ， 均 取 为 (Ox. y. z) 
的 三 维 牛 顿 物理 空间 ， 就 得 到 一 -个 三 维 牛 顿 物理 广义 层次 空 
fal. : 

当 我 们 把 广义 层次 空间 的 每 一 层次 ， 均 取 为 《xX,y,2; D 
四 维 相对 论 性 空间 时 ,我 们 就 得 到 一 个 四 维 的 相对 论 性 广义 
层次 空间 。 

当 我 们 把 广义 层次 空间 的 每 一 层次 ， 均 取 为 希 尔 伯 特 空间 
时 ， 我 们 就 得 到 一 个 希 尔 伯 特 广义 层次 空间 。 

如 此 等 等 l 

4。 为 了 研究 方便 ， 我 们 把 观察 者 所 在 的 层次 命名 为 观 察 
者 层次 ， 以 后 总 把 第 0 层次 取 为 观察 者 层次 ， 即 真实 宇宙 中 的 
宏观 层次 。 把 被 观察 对 象 所 在 的 层次 命名 为 观察 层次 ， 或 主导 
层次 。 : : 

按 我 们 的 定义 ， 一 般 说 来 ， 在 广义 层次 空间 中 ， 我 们 所 研 
究 的 物理 量 ， 除 具有 所 处 的 主导 层次 量 之 外 ， 在 它 的 下 面 层 次 
中 还 存在 下 面 层次 的 余 量 。 比 如 ， 被 观察 对 象 在 0 层次， 其 最 
为 x ， 它 除了 在 此 层次 中 有 一 物理 量 x 之 外 ， 在 下 面 的 层 次 
应 有 %!，X,…， 等 量 , 具 体 的 写 此 物理 量 为 

x=, 0, ey 0, XQ, Xiy Las er) (9) 

有 时 为 了 突出 研究 主导 层次 的 物理 量 ” 而 略 去 下 面 层 次 的 

最 值 时 ， 可 把 物理 量 写 为 
X= (rr, O, Lis 0，…) 

Xi 称 为 主导 量 。 . 

5. 广义 层次 空间 中 的 物理 量 应 分 为 两 种 类 型 ， 一 为 与 FS 
间 直 接 有 关 量 ， 即 显示 关系 量 〈 简 称 显 示 量 ) ， 一 为 与 空间 非 
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直接 有 关 量 。 与 空间 非 直 接 有 关 量 又 可 分 为 两 种 ， 一 为 完全 无 
关 量 ， 一 为 间接 有 关 量 ， 或 隐 示 关系 量 (简称 陷 示 量 》。 

在 不 同性 质 的 广义 层次 空间 中 ， 各 种 物理 量 与 空间 的 显示 
或 隐 示 关系 是 不 同 的 。 

比如 ， 在 三 维 牛 顿 物理 广义 层次 空间 中 , 位 置 (x 、y、. 
2), KAV 等 是 与 空间 直接 有 关 的 物理 量 ， 而 时 间 上 与 空间 
就 是 非 直 接 有 关 量 而 在 相对 论 性 广义 层次 空间 中 ， 时 间 t 就 
显然 变 成 一 个 与 室 间 直接 有 关 的 物理 量 。 

有 时 ， 某 一 物理 量 在 一 个 特定 广义 层次 空间 中 各 层次 间 其 
数值 均 相等 ， 我 们 把 这 种 物理 量 ， 称 为 穿 透 物理 量 〈 简 称 穿 透 
量 ) 。 比 如 在 相对 论 性 广义 层次 空间 中 ， 光 速 C 就 是 一 个 穿 透 
E. ? 


(=) 


下 面 我 们 专门 讨论 层次 间 的 物理 量 的 连 络 关系 。 
文献 C32 中 ， 曾 引入 了 一 个 层次 间 连 络 关 系 , 即 “过 渡 方 
BR” 5 : 
G + Ay) Xl 2X åw ap 
认为 某 一 物理 量 在 两 层次 闻 的 连 络 ， 是 无 穷 大 与 无 穷 小 的 关 
系 。 其 中 lt 表 第 一 数 区 的 单位 数 ,第 一 数 区 AA RAN RE 
(CM A 是 一 无 限 大 表达 式 ) 填 满 ， 才 能 产生 出 被 观察 晤 。x 
为 被 观察 量 值 。6 表 示 第 0 数 区 引入 的 形式 无 限 小 符号 ， 它 保 
dEx-0n, uA. 
在 这 里 ， 我 们 把 它 进一步 扩展 。 
我 们 定义 两 层次 间 ， 同 一 物理 量 间 的 连 络 关 系 为 
Y=F(X), 或 yxX1lw= Fle x1] (12) 
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其 物理 含义 为 , 若 把 某 一 层次 的 某 物 理 量 观察 值 表 为 x, 当 把 它 
换算 到 另 一 个 层次 时 其 量 为 Jy， 它们 中 间 的 关系 为 y= 下 (X) 函 
数 关系 。 5 

层次 间 的 连 络 关系 是 可 以 传递 的 。 若 第 一 层次 与 第 二 层次 
间 的 连 络 关系 为 y= 了 (x) ， 第 二 层次 与 第 三 层次 间 的 连 络 关系 
为 z=F(y)， 则 第 -~ 层次 和 第 三 层次 之 间 的 连 络 关系 为 

z=F(y) = F[f (x)], a3) 

我 们 所 研究 的 物理 世界 对 象 不 同 ， 其 广义 层次 空间 的 含义 
也 就 有 区 别 ， 从 而 其 层次 连 络 关系 函数 也 就 表现 出 不 同 的 形 
式 ， 

2。 作 为 层次 连 络 函数 关系 的 例子 ， 可 举 出 下 列 几 种 。 

@ 倍 数 关系 

| 同一 物理 量 在 两 层 之 间 的 连 络 关系 ， 是 成 -倍数 的 ， 写 为 
y-kx (14) 
其 中 k 为 一 常 系数 。 

加 平移 关系 

三 维 牛 顿 物理 广义 层次 空间 中 的 伽 俐 略 变换 关系 就 是 其 中 
之 一 。 

同一 物理 量 在 两 层次 间 的 连 络 关系 写 为 

y=At+x, ` (15) 
其 中 4 可 以 有 
as a (无 限 数 ) 
axli (a 为 有 限 数 ) . 

请 注意 ， 由 于 一 个 广义 数 的 数 区 划分 并 未 把 所 有 层次 均 包 
括 无 遗 ， 这 里 的 oo, 正 像 坐 标 纸 的 非 格 子 点 处 区 域 一 样 ,总 还 存 
在 某 种 范围 的 空挡 ， 然 而 ,在 某 一 具体 问题 中 , 它 也 被 认为 是 一 
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个 确定 值 。 
当 有 =0 时 ， 即 y =x， 此 时 两 层次 变 为 同一 层次 。 
图 倍数 加 平移 关系 
同一 物理 量 在 两 层次 间 的 连 络 关 系 写 为 
` y=A+kzr ， a7) 
在 今后 我 们 讨论 广义 层次 空间 中 的 群 元 变换 时 ， 这 是 很 有 
用 的 。 


《四 ) 


作为 广义 层次 空间 物理 应 用 的 实例 ， 我 们 下 面 初步 讨论 量 
子 场 论 中 Dirac 场 的 发 散 困难 。 

在 Dirae t LE Hest, Dirac 假定 “真空 是 为 一 切 负 能 
级 粒子 所 填 满 而 又 没有 正 能 级 粒子 的 情态 。” 

文献 [3] 中 用 下 列 “ 过 渡 方 程 ” RRB Dirac 假定， 过 
渡 方程 为 

(+ Ay) Xl1w=X+ 6 

此 方程 所 定义 的 关系 ， 将 不 同 数 区 的 物理 量 联系 起 来 了 ， 
它 是 随 广义 数 而 引入 的 一 种 运算 方法 .; 其 实质 ， 不 过 Dirac 
假定 的 一 种 数学 表达 而 已 ， 并 未 引入 新 的 物理 概念 。 按 [3] 
的 说 法 ， 这 是 “无 法 从 理论 推导 出 来 ， 正 确 性 全 奉 实践 的 考 
验 ”。 [3] 认为 其 《所 定义 的 广义 数 并 未 将 数 的 扩充 达 到 完 
备 无 隙 的 境地 ”，“A 的 决定 一 般 还 须 借助 于 物理 方面 的 考 
Esca js Qu us 

其 实 ， 正 如 前 面 讨论 连 络 关系 时 已 痰 到 的 ， 从 广义 屡次 空 
间 的 角度 夏 来 ， 过 渡 方 程 可 理解 为 一 种 广义 的 华 标 平移 连 络 方 
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程 ， 其 实质 与 牛顿 力学 的 爷 俐 略 变换 类 似 ， 只 不 过 是 取 不 同 观 
测 坐 标 采用 的 一 种 坐标 系统 平移 方法 。 但 它们 的 区 别 在 于 ， 仙 
俐 略 变 换 其 物理 含义 只 限于 同一 空间 层次 ， 其 数学 运算 只 在 同 
一 个 数 区 进行 ， 而 广义 坐标 平移 方程 其 物理 含义 是 在 广义 层次 
空间 中 层次 闻 的 连 络 , 其 数学 运算 在 不 同 数 区 之 闻 进 行 , 它 本 质 
上 应 包括 了 同一 层次 《同一 数 区 》 中 的 优 俐 赂 变换 。 
但 是 ,为 更 便于 运算 和 阅 明 物理 含义 ,有 必要 把 [3] 所 定 
义 的 过 渡 方 程 改 造 如 下 。 
1。 相 对 概率 。 首 先 将 对 易 关 系 取 为 
(ac, aax tn] 
(b, be} = 822% Ley 
[>。 表 示 真 空 态 估 ， 于 是 存在 一 个 粒子 EAT) WAR 
将 应 该 是 ak" |>。， 考 虑 算 符 
No=ae"acxlcb， (19) 
于 是 Na’ [>,=ahagat X t-n [>> 
= adatao x li-n [>a tS 8g00 X lin X lp [> o 
= Ahdu of >o 
=atl>o (20) 
因此 ， 上 述 算 符 六 名 表示 粒子 数 算 符 ， 
另外 ， 假 定 只 有 一 个 稳定 〈 以 《 表示 的 ) 自由 粒子 acht, 
其 一 级 微 扰 量 应 是 
o<1acQr1>>o= One X lin (2 
但 实际 上 其 右 端 应 当 等 于 Doo 这 是 数学 中 的 “条 件 概率 ? 
问题 ， 出 我们 的 计算 过 渡 到 实际 观测 值 ， 应 进行 重新 归 一 化 。 
同 理 ,今后 在 各 级 被 护 中 ,也 都 有 同样 的 重新 归 一 化 问题 
2, 今后 等 式 中 所 出 现 的 cc， 都 应 是 其 体 的 表达 式 ， 它 代 
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(18) 


表 (包括 无 限 大 层次 在 内 ) 广义 层次 中 的 某 一 固定 点 ， 因 此 - 
co +Q= co (22) 

其 中 a 是 普遍 有 限 数 值 ， 不 再 成 立 ， 为 了 将 理论 计算 值 和 实际 

(应 仅 限于 观察 者 所 处 的 宏观 层次 ， 即 普通 实数 》 观测 值 相 比 

较 ， 就 须 将 这 种 co (注意 ， 它 是 广义 层次 空间 的 某 一 固定 点 ) C 

平移 至 宏观 层次 的 坐标 原点 ， 如 图 所 示 。 


待 测 值 
x 
i | 宏观 层次 
0 
宏观 层次 原点 即 观察 零 值 
| 微观 层次 
0^ P 
1 
Dirac 理论 计算 中 的 理论 计算 的 某 种 无 限 大 
原点 (实际 观测 时 ， 它 应 为 0) 
(C) 平移 前 
0 x 
| 一 一 一 1 一 一 一 -宏观 层次 
| 一 一 一 | 微观 层次 
0” co! " 
t 1 : 
《由 0/ 平移 来 ) (由 co 平移 米 ) 
C 平移 后 
此 时 ， 数 学 公式 可 重新 表示 为 
y= + x> E (23) 
3. HE BAN x, 根据 重新 归 一 化 的 效果 ， 又 变 为 
eZ salen . (24) 
a» 3 
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其 中 注意 ， 左 端的 zx 实际 是 微观 层次 的 某 个 量 D 此 A 
端 即 是 普通 实数 。 

4. 今后 各 级 微 扰 都 采用 上 述 方法 而 逐一 处 理 ，. 结 果 就 得 
到 通常 量子 场 论 中 微 扰 论 加 以 重 整 化 后 得 到 的 结果 ， 

具体 运算 实例 ， 我 们 将 在 另 文中 讨论 。 

请 注意 上 述 的 co 不 一 定 就 是 我 们 所 引入 的 各 个 层次 的 端点 
1(-m， 它 可 能 居于 某 两 层次 之 间 ， 这 并 不 影响 理论 的 严密 性 ， 
正 像 稍 卡 尔 坐标 中 的 格子 点 与 一 般 点 之 间 的 关系 一 样 。 

本 文 曾 在 1979 年 11 月 于 苏州 举行 的 “中 国 引力 与 相对 论 
天 体 物 理学 会 第 一 届 代 表 大 会 ”上 报告 ， 得 到 了 许多 与 会 同志 
的 热情 鼓励 ， 并 提出 了 一 些 宝贵 建 议 ， 在 此 一 并 致谢 。 
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SPACES OF GENERALIZED 
LEVELS 
Zhan Ken-hua, Wang Shu-tang 
Abstract 


Based on generalized number field, we introduce in 
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this paper the concept of “space of generalized levels”, 
This concept will reflect the multi-level of the physics 
world, The divergent difficulties occured in modern theo- 
ritic physics are viewed by the above concept, 
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广义 数 在 量子 统计 学 中 的 应 用 
A$4 ERE 
摘 要 


文献 [1] 中 曾 引 入 广义 数 系统 ， 
本 文 将 广义 数 系统 应 用 于 量子 统计 
中 。 首 先 灌 清 了 吉 卜 斯 以 来 关于 热力 
学 极限 过 渡 这 个 “糊涂 不 清 ” 的 概 
念 。 并 对 波 色 - 爱 因 斯 坦 气体 在 临界 
点 附近 分 子 数 密度 的 “无 限 大 涨 落 ” 
的 计算 结果 进行 了 讨论 ， 应 用 广义 数 
处 理 ， 这 个 浜 落 不 是 宏观 的 无 限 大 ， 
而 应 是 有 限 的 ， 从 而 取得 了 与 观察 事 
实 相符 合 的 结果 。 

在 物理 学 中 我 们 常常 遇 到 发 散 的 计算 结果 ， 为 了 克服 这 些 
“发 散 困难 ”， 本 文 作者 之 一 王 成 堂 在 文献 [1] 中 建立 了 广 
义 数 系统 ， 这 个 新 的 数学 理论 本 质 上 不 同 于 非 标准 量 分 析 。 把 


+ 本 文 发 表 于 《西北 大 学 学 报 ” (自然 科学 版 》1983 年 第 ! 期。 
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这 个 数学 理论 应 用 于 理论 物理 ， 我 们 能 得 到 一 系列 有 实质 意义 
的 结果 。 


(一 ) 广义 数 的 基本 概念 
Wr 表示 一 个 实数 列 ， 


qm (plm Loy tty Fas t) 
Hp my n dE EW RA HRA m 满足 
ZI) 


1. 基本 定义 
ix, y 为 两 个 不 同 的 实数 列 ， 
Xm ,Rms Loy rhy Any y ) = 
Y= Com, rts Yos wy Yn, ©) 
则 加 ， 减 法 定义 为 : 
WA Y= Cey KemEY ems c, Loe Yo Vat ua tn) 


，% 和 的 顺序 以 字典 方式 排列 。 


2. 如果 c 是 一 个 实数 ， 则 cx 被 定义 为 : 


CH= (++ CH my 0X7 0X2 1n) 
lw WSR PRE AMR 
Ig = Cre Oye Op tee yee 9 Ogee) 


EX 
其 中 ,有 可 以 是 正 、 负 或 零 。 
3. REDEN: 
lom X Lem = lom 


234 


D Gary] x1 


mi"-kh 


y= Xi] 
其 中 m、n Aik 是 整数 。 


4, 除法 的 定义 


WRX y 和 2 有 下 面 的 关系 
y:z-xX 


i x 
则 2 就 叫做 商 了 。 


5. 广义 数 系统 的 定义 
定义 了 上 述 运算 的 数列 的 集合 叫 广义 数 系统 ， 以 及 
X= 如 xox te 叫做 广义 数 ， 
h 


显然 广义 数 系统 是 一 个 有 序 域 ， 所 有 实数 的 运算 法 则 在 这 里 仍 
RRL. x 的 每 一 项 表示 一 个 数 区 ， 每 个 数 区 与 实数 是 同 构 
的 。 不 同 数 区间 的 量 的 关系 是 无 限 大 或 无 限 小 的 关系 。 


CO 分 层次 的 物理 世界 ， 分 层次 的 物理 量 


字 观 、 宏 观 和 微观 是 迄今 为 止 人 们 对 物理 世界 划分 的 三 个 
主要 的 层次 。 建 立 在 各 个 层次 上 的 物理 学 ， 有 着 不 同 的 研究 对 
象 ， 从 不 同 的 方面 反映 物质 的 运动 规律 。 描 述 物理 基本 属性 及 
状态 的 物理 量 ， 也 相应 地 划分 层次 。 例 如 ， 大 量 分 子 组 成 的 宏 
观 系 的 质量 M， 一 个 分 子 质量 m, 一 个 宏观 带电 体 所 带 的 电 
量 @， 一 个 离子 带电 量 g8 一 个 宏观 容器 中 气体 的 体积 V， 一 
个 分 子平 均 占 的 体积 2 等 等 。 这 里 T、@Q 和 M EZREN V 
4g 和 m 是 微观 量 。 
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对 于 宏观 量 ， 人 们 是 从 不 考虑 量子 化 的 。 Dn, EX 
任意 形状 的 均匀 带电 体 ， 人 们 毫 无 争议 地 认为 电荷 在 它 上 面 是 
连续 分 布 的 。 可 是 从 微观 层 去 看 电量 是 量子 化 的 。 一 个 离子 的 
电量 应 是 ， 

q- ne, 也 为 整数 ，e 是 一 个 电子 电量 的 大 小 。 

在 处 理 宏观 问题 时 ， 常 常 是 在 连续 的 概念 上 去 应 用 原理 和 
定律 。 例 如 ， 求 电荷 均匀 分 布 的 安 观 带电 体 的 周围 空间 中 某 -一 
点 了 的 电场 强度 百 。 我 们 总 是 分 成 无 限 多 个 点 电荷 d@， 先 求 
dQ tE PiüdEgiktGkm, E=JdE 

宏观 的 点 电荷 d@,， 首先 它 是 一 个 无 法 分 辩 其 轮廓 的 “点 ”， 
其 次 又 是 一 个 无 限 小 的 电量 。 即 体积 、 电 量 都 是 无 限 小 。 但 是 
从 微观 去 看 它 有 电量 就 必定 是 e 的 整数 倍 ， 它 是 带电 体 就 必定 
有 一 定 的 线 度 , 即使 一 个 电子 线 度 也 不 为 零 (10-2ma 以 下 ) 。 
这 就 是 说 宏观 层次 的 无 限 小 的 量 ， 在 微观 层次 成 了 有 限 值 。 

热力 学 极限 过 度 ， 又 是 在 微观 层次 把 宏观 层次 的 有 限 值 V 
(体积 ) (分子 数 ) BRERA, 极限 过 渡 时 总 是 No, 
V>cc， 而 一 个 分 子平 均 占 的 体积 看 做 有 限 值 。 

这 就 给 入 们 以 启示 ， 对 于 迭 加 型 标量 ， 不 同 层次 间 的 关系 
是 有 限 与 无 限 大 (或 无 限 小 ) 的 关系 。 

C) 关于 热力 学 极限 过 渡 

对 于 多 层次 的 物理 世界 ， 不 同 层次 间 物 理 量 的 运算 关系 ， 
长 期 以 来 没有 恰当 而 严密 的 数学 方法 ,，Dirac 的 6 函数 虽然 反 
映 了 不 同 层次 间 物理 量 的 关系 ， 但 人 人 对 它 又 缺乏 自然 而 清晰 
的 理解 。 广 义 数 系统 建立 后 ， 对 6 函数 获得 了 清晰 的 自然 的 理 
解 ， 同 时 ， 使 物理 中 经 常 使 用 的 热力 学 极限 过 渡 ， 也 有 了 严格 
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的 理论 基础 。 
1. 过 去 人 们 对 热力 学 极限 过 渡 ( 了 一 <<，N-~>cc) 的 认识 


H, HRM RAE MR [2] 说 过 “应当 着 重 指出 一 个 
显然 的 情况 : 一 般 在 统计 物理 学 中 ， 考 虑 宏观 系统 ， 在 宏观 系 
统 里 分 子 数 N 非常 大 ， 而 系统 的 体积 V 的 线 度量 和 厚度 的 É 
然 单 位 一 一 分 子 的 有 效 直 径 一 一 相 比 也 非常 大 ， 很 明显 ， 把 这 
些 所 谓 的 “非常 大 ’ 的 “糊涂 不 清 * 的 概念 加 以 数学 处 理 时 ， 我 们 
必须 进行 极限 过 渡 ，N 一 cc，V 一 cc 。 当 年 吉 BR (Gibbs) 
就 曾经 指出 过 这 个 极限 过 渡 的 必要 性 ， 而 且 事实 在 他 的 关于 各 
种 宏观 系统 《如 气体 、 液 体 ) 的 研究 中 ， 他 一 直 应 用 这 个 极限 
whe.” 

吉政 斯 以 来 ， 越 来 越 多 的 人 也 一 直 使 用 这 个 极限 过 渡 ， 使 
用 的 同时 又 认为 这 是 “糊涂 不 清 ” 的 。 有 数学 常识 的 人 都 知道 
“非常 大 ”与 “无 限 大 ”是 两 个 截然 不 同 的 概念 。 


2. 有 了 广义 数 系统 后 我 们 的 看 法 


如 果 总 局 限于 一 个 物理 层次 ， 仅 限于 一 个 数 区 来 考 虚实 
数 ， 对 于 这 个 极限 过 渡 就 会 总 是 “糊涂 不 清 ”的 。 

如 果 应 用 广义 数 的 概念 ， 明确 宏观 系统 的 体积 六 是 一 个 
宏观 量 ， 设 它 取 第 0 数 区 的 一 个 实数 VX1w 每 个 分 子平 均 
占 的 体积 是 一 个 微观 量 它 取 第 一 数 区 的 一 个 实数 Xl N 
反映 同一 个 物理 量 体 积 的 不 同 层次 间 的 联络 ， 在 数学 上 反映 了 
不 同 数 区 沿 的 过 湾 , (这 时 ,应 作为 取 自 第 一 级 无 限 大 数 区 的 数 ) 

Vx1w= Nvx la 
”在 数学 上 看 不 同 数 区 的 数 就 是 有 限 与 无 限 大 或 无 限 小 ) 
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的 关系 ， 在 物理 上 考虑 就 是 当 我 们 在 微观 研究 问题 时 ， 认 为 分 
子 体积 是 有 限 值 时 ， 这 时 宏观 系统 的 体积 就 成 了 无 限 大 ， 当 我 
们 在 宏观 研究 问题 时 ， 认 为 系统 的 体积 是 有 限 值 时 ， 分 子 就 是 
没有 轮廓 的 “点 子 ”， 它 的 体积 就 是 无 限 小 。 站 在 宏观 看 宇 
观 ， 字 观 中 的 〈 有 限 的 ) 系统 的 体积 就 成 了 无 限 大 。 

数学 上 引入 广义 数 系统 后 ， 热 力学 极限 过 渡 就 不 是 “糊涂 
不 清 ” 了 ， 而 有 了 严格 的 数学 理论 基础 。 同 时 ， 用 了 热力 学 极 
限 过 渡 而 得 到 的 与 观察 事实 相符 合 的 结果 ， 也 间接 证 实 了 广义 
数理 论 的 正确 性 。 那 么 ， 某 些 用 了 热力 学 极限 过 渡 但 与 观察 事 
实 不 相符 合 的 理论 结果 又 是 怎么 回 事 呢 ? 


(E) 关于 波 色 - 爱 因 斯 坦 气体 分 子 数 密度 在 
临界 点 附近 的 “无 限 大 涨 落 ? 


波 色 - 爱 因 斯 坦 气体 是 由 全 同 粒子 组 成 的 宏观 系统 ， 这 些 

粒子 服从 波 色 统计 律 ， 而 且 它 们 之 间 的 相 右 作用 很 小 。 
假定 分 子 数 N 固定 ， 体 积 是 了 ， 其 中 一 个 小 区 域 G(<V) 

G»v (分 子平 均 占 的 体积 ) ，G 内 的 分 子 数 是 一 个 选 加 型 力 

学 量 

1 (9 在 G 内 ) 

0 (q 不 在 G 内 ) 


Gr FRE, Me a) =ne {1 +1 fcre -1da } 


ne= >) fela) 其 中 fo@={ 
1«j«N 


i a 
其 中 o GN, Fs(g) = VR 59,05. qi a) = VsSpp 
G:N) 
Rot, Qis qz; Qis qz) 是 分 子 配 容 算 符 ;p 为 统计 算 符 。 当 
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DAP ESSE 
Gic m = ne[1 +4 [? tgo - 1dr} @ 


其 中 g oo 为 关联 密度 函数 。 
N 固定 时 ， 在 统计 平衡 态 ， 由 二 次 量子 化 方法 可 推 得 配 布 
数 


n= (3) 


一 全 二 
E(t) 
Ae ? =, 


1. 原来 的 无 限 大 涨 落 是 怎么 得 出 的 ? 


把 上 述 结果 应 用 于 单 原子 无 自 旋 分 子 组 成 的 波 色 - 爱 因 斯 
坦 气体 (如 和 氮 ) 。 设 气体 处 在 每 边 工 = 以 了 WED, W 
界 上 加 周期 条 件 


1 
piQ) = wre 
其 中 fw Ti @=1,2,35 -0, £1, 52,7 


= If 
mA E> EE 


则 nr= fA exp (Ef) - ip C3') 
Xv n0 n A>1. ABBE 
laos) o 
来 确定 。 


这 里 A 有 两 种 情况 : o; 


239 


p 
A~1 

A>iit, n 是 了 的 正规 函数 ， 故 极限 过 渡 非 常 简单 只 要 (4) 
中 的 求 和 换 成 积分 ， 即 了 ~>co 时 ，“ 准 动量 ”了 的 谱 趋 于 连 


8. 


f= Apapapz (ZEY = 20 


极限 过 渡 之 后 O 变 成 
ffA exp (MUR) - iy ve 9)" y= GP” w) 
球 对 称 又 可 成 为 
aa” [a exp (Mist as i) - i} K+ dK = ELS 
或 者 


o Aea GO 
4>1 (41) REIRA A 的 减 小 而 增 大 
对 于 一 定 的 v，9， 只 有 
anh Ja x'dx 
A 


I: xt o ath a”) 


EA 612 M, AJER. 


v(2m 0)? ^). Ae- 1 
HIN — en, AA " 
*í ont: 1^ 
e^ am (eens | . 才 会 有 4>1 的 情形 。 


2m DD 612 


在 这 种 情形 下 由 二 次 量子 化 方法 与 统计 算 符 法 的 ^ 系 
RED ， 可 以 得 到 
F;(05050,92 = 1+4*(q1- ql) 
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tt x sin” x 
其 中 BD = rs Wn). Aeg 4 m= EFN; 


关联 密度 函数 gr) -1-20 


T 


pa (an Gee 5 - VO Q4x( UE dX 
其 中 EN rig -1dr= -rrys vj o (Aer Ts 
可 见 A->1 时 ， ee 

对 于 A~ 的 情况 ， 对 |f] 0 的 于 经 极限 过 渡 之 后 


kif? -t 
n= XE "mn a} 
同样 可 以 证 明 这 种 情形 在 9<bsn 时 才 会 发 生 。 


在 坐标 表象 中 统计 算 符 : . 
i 
m exp —(p,q-q’) 
0 V h 
F = — | ——ÓÀ———— —d 
(Css =1- (a) esl Se AUR p 
ATE — RATA EF) ae KA 〈1) 也 会 得 到 
0<O0<Ountit, Chg- ng) —> o0 
2, RP "XBXGU RSXNXXWXi TES 
因为 假如 是 这 样 的 ， 我 们 应 该 在 临界 点 附近 特别 是 在 临界 
点 以 下 的 氛 中 观察 到 光 的 反常 的 散射 ， 可 是 人 们 从 来 未 见 到 氨 
中 的 这 种 反常 的 光 的 散射 
这 个 矛盾 曾 是 在 较 严密 量子 统计 理论 上 建立 超 流 理论 的 障 
碍 之 一 。 
这 个 矛盾 是 怎么 产生 的 呢 ? 


3. 我 们 的 看 法 


检查 以 上 的 讨论 ， 显 然 是 在 微观 层次 中 进行 的 。 从 理论 上 
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看 没有 与 量子 力学 原理 相 违 背 ， 统 计 力学 方面 的 推演 ， 在 数学 
上 也 没有 什么 原则 性 错误 (用 以 往 的 数学 理论 检查 》。 

我 们 认为 关键 是 忽略 了 物 吾 层 次， 推演 仅 在 广义 数 的 一 个 
数 区 中 进行 的 。 涨 落 现 象 ， 是 在 宏观 表现 出 来 的 ， 即 宏观 现 
象 。 涨 落 的 数值 是 一 个 宏观 量 ， 它 没有 对 应 的 微观 量 ， 它 是 下 
一 层次 中 分 子 运动 的 集体 表现 的 一 个 描述 。 


4. 用 广义 数 处 理 


如 果 我 们 明确 物理 层次 ， 以 广义 数理 论 划 分 明确 的 数 区 ， 
设 宏观 量 从 第 0 数 区 取 值 ， 微 观 量 为 第 1 数 区 。 则 波 色 统计 算 
符 幅 度 的 对 易 关 系 ， 用 广义 数 写 出 ; 
Brxlobyxlo 一 bxloprxlo=0 
+ + + + 
bix Len x Yo-7 brxloby X lay =0 
+ + 
bx Landy X 15 7 b x 1b, x Lin = OCF - f^) X Lew 
同 理 “ 量 子 化 了 的 波 函 数 ” 的 对 易 关 系 为 
9 GO) Xlog(xt )X1o- PK! ) X Igg (X) X 12 0 
pa) x log (a) x 1o- 9x’) X1go9G) xlwo=0 
9G) XIP) X lay - 9G) X La G) X Ly 
zó(c-x)xlo 
这 样 分 子 配 容 算 符 就 成 了 
R= TNA 2 b ib brth X 
/ff2 y 
vfr 
Tint, AD) 97, (92 PhD PAG) 
统计 算 符 F, = VIR, 
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+ + -一 — ^ " 
Xv obgbnbübü-Tu nu, — 以 广义 数 可 以 写成 
Erie is 
by brbibr xong t n Xlo . 
Pe" yay ee sag DN 
te Gide 
-921) 


iss * moet m 
- qa) dfidf. 


EL D PIE asy 


F,- NM 


oA 1 
而 uw) 2n?ri T/T, 


上 FET ad 
9 Ae? — T 2 
giw) y ] 
se Opi Prem-num 可 变 为 o 
ie fou 
(221)? v (Aer - 1) 
由 此 式 可 见 原 来 计算 结果 中 的 “cc” 绝 不 是 第 0 数 区 的 无 
限 大 ， 即 不 是 宏观 层次 的 无 限 大 ,宏观 层次 应 为 有 限 值 。 因 而 
应 用 广义 数 的 数学 理论 来 处 理 这 个 问题 ， 就 会 取得 与 观察 事实 
相符 合 的 结果 。 : 


XI, 


5 * x MW 


Cll] 下 成 堂 。 《广义 数 及 其 应 用 (1) » 1979 “中 国 科 学 》.。 
12) HsHRRBRAS ATH GEO. 
C37 fp: < 统计 物理 学 导论 ，。 
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THE GENERALIZED NUMBER 
SYSTEM AND ITS APPLICATION 
IN QUANTUM STATISTICAL 
MECHANICS 


Ma Xiu-qing Wang Shu-tang 
Abstract 


A generalized number system is established in[1]. 
This paper test to apply the generalized number system 
to the quantum statistical mechanics, First of all, we 
have make sure a “muddy concept” , touching the the- 
rmodynamics limit transition from the time of Gibbs, 
On the other hand, we have discussed the “infinity great 
fluctuation” of molecular’s number density for the Bose- 
Einstein gas, we gain the result, coinciding with obser- 
vation's facts, 
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关于 序数 方程 (7 


EXE 。 指导 教师 ERE 
mox 


推广 文 [3] 的 结果 ,本 文 证 明 ， 

D Y> WAE, m yf 
HAERA, E= 
无 解 。 

(2) kyp>i, £51, n>0 fa 
4>>0 不 同时 为 自然 数 ， 方 程 87,8= 
ats, ED 

O ?是 超 限 序数 时 无 解 ; 

GD y 是 自然 数 ，4 fo ET 同时 
AMER EAO 

Gi) y fe C+ 2A X & RRA 
解 ， 

Gv) p 和 7 同 是 自然 数 时 无 解 ， 

《V) y, 5h a EAE EE Fo ng 


米 本 文 发 表 于 “数学 进展 ”第 5 卷 第 1 期 (1962) 。 
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ER. 
HEHE Han 考虑 了 类 似 的 
问题 。 


i §1 


AFR E Raw —tEY, M, Sierpinski‘ ip] 了 
方程 名 = 沪 +1 没 有 超 眼 的 序数 解 ， 而 方程 名 = 则 有 超 限 序 
数 解 。 王 戎 堂 与 作者 53 曾 对 前 一 方程 进行 了 拓 广 ， 并 对 更 广 
的 一 类 序数 方程 的 求解 作 了 研究 。 本 文 的 目的 在 于 对 [3] 中 
的 前 两 个 定理 与 [2] 中 的 方程 名 = 进行 拓 广 研究 。 

为 读者 便利 起 见 ， 把 [3] 中 的 前 两 个 定理 写 在 下 面 : 

ERU. Enj—BAW, ni, WT 

HUS pue 1 
没有 超 限 的 序数 解 志和 7。 

定理 2 AMA-ARK, U Emn 

ms 2 时 没有 超 限 序数 解 。 


§2 


首先 证 明 下 列 的 

定理 1。 设 ?之 1, EMN RASTER, Hy, ÉM 
7 不 同时 为 自然 数 ， 则 方程 

l tantita a» 
RARR Y img. 

现在 先 证 明 下 列 辅助 定理 ， 
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辅助 定理 ， 芳 二 是 大 于 1 的 序数 ，? 是 超 限 序数 ， 则 等 
£T (2) 

是 第 二 类 超 限 序数 ， 

辅助 定理 的 证 明 。 根 据 书 'H 中 关于 序数 军 的 结果 (此 处 为 
了 与 前 面 统一 起 见 适当 地 改变 了 书 上 的 形式 ) RNA: 

8) ik y 是 第 二 类 超 限 序 数 ，5 为 超 限 序数 ， 其 正常 表示 
式 为 

p=oidt+ord, ++ + Oaidp s+ ON dps (3) 

£z WG, + WG, + ++ + oisi, , + Ok Ah, (A) 
其 中 yz; … >6p>0, Sa, >@,> 0, 72 05 
dy, di, ++, dp- Up Ra, aj, +, ai, ABA ARK, 
则 


É = (@%1 A, + O82 Ay + - + @% Ag) T= Oo «T, (5) 
b) 设 ? 是 第 一 类 超 限 序 数 (此 时 5,=0) , SR MIRE 
数 ， 且 令 
o^ d, + o^ d, «c omi, c, 
则 
Ér = End, = Erekdy (6) 


由 [3] 中 容易 了 解 54 HOR FER E ERR PR 就 是 
某 一 类 超 限 序数 。 ` ` 
O 设 5>1 是 自然 数 而 7 是 第 二 类 超 限 序数 y= ox, W 


Ér = foe = (£°)z = Wr, RAD 
Hy 是 第 一 类 超 限 序数 y= ox + dp， 则 
Elz Eortdy = or , Edy = wt e Edy | (8) 


按照 第 二 类 赵 限 序数 的 意义 ， 容 易 了 解 a) ，p) ，c) 中 
的 是 第 二 类 超 眼 序数 ， 于 是 辅助 定理 证 明 ， 
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定理 1 的 证 明 。 由 定理 1 和 辅助 定理 的 证 明 可 知 ， 当 
SS Avy 和 二 Gen) 是 自然 数 ， 则 (1) 中 的 7( 或 者 台 
必需 是 自然 数 。 这 与 假定 X，5 入 不 同时 为 自然 数 相 矛 盾 。 
MAE RGD 是 1 而 ?是 序数 时 CD 中 的 7 等 于 零 (或 
者 8-2, Wé, ?应 都 是 自然 数 ) ; 这 亦 与 假定 矛盾 。 从 而 
定理 1 得 到 证 明 。 
由 辅助 定理 可 知 ， 对 于 任意 序数 E> 1, «0 及 超 限 序数 
y, FRR 


e.a (9) 
都 是 第 二 类 超 限 序数 。 
实际 上 根据 [3] 中 起 上限 序数 展开 式 的 运算 ， 任 何 一 个 第 
二 类 超 限 序数 乘 以 一 个 大 于 零 的 序数 之 积 亦 是 第 二 类 超 限 序 
数 。 
对 应 着 定理 2 ， 由 上 又 可 以 证 明 
X32. yl, £51. 970 fi cx>0 是 序数 且 不 同时 
为 自然 数 ， 则 方程 
Pastel a0 
当 0) ?是 超 限 序数 时 无 解 ; 
GD y 是 自然 数 而 和 6 是 不 同时 属于 第 一 类 的 超 限 序数 
时 无 解 ， 
Gil) y 和 a 二 2 是 自然 数 时 无 解 ， 
Gv) y 和 是 自然 数 时 无 解 
(v) y, 5 和 a 是 自然 数 时 无 解 。 
:定理 2 (EWA: 
O M (9) 立 得 。 
GD 因为 a 和 不 同时 为 第 一 类 超 限 序数 ， 所 以 Lea 就 
. M8 


是 第 二 类 超 限 序数 ， 则 与 n+!+1 是 第 一 类 超 限 序数 矛盾 。 
Gi) 3 5 是 超 限 序数 时 由 (10〉》 推 出 7 是 超 限 序数 ， 因 
人 《10) 无 解 。 
是 自然 数 时 7 ZAAR, Amé, 7，4 和 ?全 是 自 
a 与 假设 了 矛盾。 
Gv) 这 时 显 见 上 5，7，Q& 和 ? 是 自然 数 ， 与 假设 矛盾 。 
v) W^. 
由 上 容易 推出 方程 (10》 无 超 限 序数 解 4，5， n5 y. 
我 们 还 可 以 把 定理 2 叙述 如 下 ， 
d y»1, 6>1, 920 和 a 之 0 是 序数 且 不 同时 是 自然 数 ， 
则 方程 (10) 当 ase 2 及 a 和 不 同时 是 第 一 类 超 限 序数 时 无 
解 。 
可 注意 的 是 ， 当 4 和 & 是 第 一 类 超 限 序数 时 db A, 
例如 
A= @% 2A, + c1 d; + +++ + OA, + 2, 
É= 0nd, + +e + oni. +2, 
N= 0°: 2A, + 0*2 A, E Qi, +1 
就 满足 方程 (10) 。 
§3 
在 定理 1 中 假定 条 件 下 方程 
grant! : a1) 
解 的 问题 以 下 述 定理 表示 ; 
定理 3。 方程 AD 当 
a) ?是 大 于 1 的 自然 数 时 有 超 限 序数 解 E N 
b) y 是 第 二 类 超 限 序数 时 对 于 021, 无 序数 解 ， 对 于 
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=1 有 序数 解 。 
C) y 是 第 一 类 超 限 序数 时 有 序数 解 。 
定理 3 的 证 明 。 
a) 的 证 明 。 例 如 有 序数 解 
E= m4: MPG, + gres I eei, 十 十 
十 Ory st P* Go SIAR, + OFF! omo Ay +N * Aky 
N= Oni "A, + Ont 07D gs qu pe + 
Omai 07 D 84 T^ lg, | + oti OY Fee Qt, 
+ Ofnai PAAR + oti 07D mid, veo 
+ Ong 07D toga DING, + tree (nD Fane IQ, 
Dre DQ reor Oi Ie Ay tee + 
+ Ont eel 1G, + Ooer+i+aukDYQY + ree QA 
+ DMA, 十 十 OeetD Igi, + ote»? + Ay 
Bap y RAAB, 
b) 的 证 明 。 当 7=1 时， 显然 有 解 莱 m，7 为 任 一 自然 
数 。 今 假定 7 之 1。 
O 当 扣 和 7 是 超 限 序数 时 ， 假 若 方程 QD 有 解 ， 则 
利用 8$ 2 的 a) 和 Pb) 可 得 
Oo ts Op een, (12) 
其 中 B 是 了 正常 表示 式 的 第 -一 项 的 指数 。 比较 C12) 两 端 系 
数 则 有 7= 1， 这 与 9 是 超 限 序 数 矛盾 。 
GD 当 5 和 是 自然 数 时 ， 假 车 方程 AD 有 解 ， 则 利 
用 52 的 c) 可 得 
OF = OF +n, ， (13) 
比较 两 端 系数 ， 则 有 7= 1， 与 人 >1 了 矛盾 。 
qi) 当 拟 是 自然 数 而 7 是 超 限 序数 时 ， 假 若 方程 OD 
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HE. RA 
oF Sofi p. ao 
比较 两 端 系 数 ， 则 有 m= 1， 也 与 了 是 超 限 序数 矛盾 。 7 
。 GO .类 专 是 超 限 序数 而 了 是 自然 数 时 ， 假 若 方程 AD 
HE, BA. Ai Tag neis 
@1%=OF +7, (15) 
DE Ei ME LELSUESEI TL) ED 
于 是 b) 得 到 证 明 。 
e 的 证 明 。 设 第 一 类 起眼 序数 y- Gh d, e ahd, + 
@ raids. +n, 
其 中 关于 指数 与 系数 的 假定 同 前 。 
利用 eu jene te "roe RER 
chaon wl TE nu 的 解 为 ， ， 
SEEDEST ALPEN E 30 ap 
其 中 s 为 任意 自然 数 。 
NTEM REMF, QD RER 
ao "Er = oh hi, 
于 是 ay BMA, 7 00 c nu seg ^ 
£z, n=t", ET 
Xr t REP C0 MAF (6 E (OD. 的 
fg, XRH EREA colt. oo od! o w exu 
依据 a) ,b mo mum, ems une, 
， ESS RE FOALS GE ARF CHE AEGD 988 05 
BF REM RA RRS FA 8 EU MR RR 
最 后 须要 指出 PLREERES RO 的 指导 与 帮助 下 
完成 的 ， 在 此 特别 表示 感谢 。 
B51 
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* ON SOME EQUATIONS 
OF ORDINAL NUMBERS(II) 


Wang Ke-xian 
Abstract 


Generalizing the results of [3] , it has been pro 
-ved; 

(1) HE y»1, then for not simultaneously natural 
numbers é, 7 and y the equation é= y"*'.« 1 has no so- 
lution, : R ; 

(2): Let v>1, €>1,n>0 and 270 be ordinal num- 
bers not all natural, then the equation £%.a@=n7t!+1 
under any one of the following conditions has no solu- 


tion, 
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@ y is a transfinite ordinal, 
di) yis a natural number,a and £ are not isolated 
simultaneously , 
Gi) Both y and a+2 are natural numbers, 
(iv) Both y and 7 are natural numbers; 
(v) v, é and a are natural numbers, 
Similar discussions are made for the equation £7= m+!。 
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有 限 序 与 有 限 拓扑 
于 尚志， 指导 教师 ERE 
fi ”要 


近年 来 ， 研 究 有 限 集 合 上 数学 结 
构 的 离散 数学 正在 迅速 地 发 展 。“ 有 
RE”, “WR”, “ARE” “有 
限 拓 扑 ? 等 等 都 引起 了 人 们 的 兴趣 。 
(OD ~ (5) 这 篇 短文 将 证 明 : AM 
集合 及 上 的 序 结 构 与 拓扑 结构 是 1-1 
对 应 的 ， 这 样 就 把 “有 限 序 ”和 “有 
腿 拓 扑 ” 的 研究 统一 起 来 了 。 


1* 拓扑 序 、 序 拓扑 
id (XT) 是 拓扑 空间 。 
XX. Vx, y€ X, Us, uy BI x, y 的 邻 域 系 。 
Ë u.-u, RE. y GH, idxe—y. 
若 u.cu, 3x ST y, id xy. 
F UÇ Uy, uu, Kx, y E, rty. 
BRA: 
254. 


命题 1， 关于 “+” 是 等 价 关系 ，“<” 是 传递 关系 . 

于 是 ，《X ,之 ) 形 成 了 一 个 拟 序 集 。 称 钱 拓 扑 空 间 (X,T) 
的 拓扑 序 。 

我 们 可 以 不 困难 地 用 “ 邻 域 基 ” 、“ 闭 包 ” 等 各 种 基本 拓 
扑 概念 来 描述 拓扑 序 “->” 例如 

BMAD roy SENN = (ul, 

2) x<y 当 且 仅 当 {xX}-C{y}-， ， 
D wey ABB SG) Ry}, {fy} «i. 

Boh, d OG RAUS, VEEX, 4x ={y: V 
>a), MFE: 

$ s. (es eCX)EX LEENE Re, 

我 们 称 这 个 拓扑 为 〈X, <) 上 的 固有 序 拓扑 。 当 1X 0s 
时 ， 拓 扑 序 和 序 拓扑 的 意义 不 大 ， 而 当 和 为 有 限 N, 将 有 以 
下 结果 。 

2。 有 限 序 与 有 限 拓扑 关系 

定理 设 X 是 有 限 集 ，(X;T) 是 拓扑 空间 。 则 ; D T 
是 〈X,T) 的 拓扑 序 的 序 拓扑 。 

D 若 f 是 GD 与 (Y,T) HAR RS, 则 于 亦 是 

QUT) 的 拓扑 序 与 (YY,T'》 的 拓扑 序 的 序 同 构 。 

D Hf 是 有 限 序 KOS (Y,<'). 的 序 同 构 ， 则 于 
亦 是 它们 序 拓扑 的 同 胚 。 

D X 的 拓扑 结构 与 X 的 序 结构 是 1-1 对 应 的 。 

为 了 证 明 简洁 ， 先 说 明 有 限 拓扑 空间 一 些 明显 的 事实 ， 每 
一 点 * 都 有 最 小 的 开 令 域 ， 称 为 点 x 的 基本 基 ， 记 作 Be, 
FR, THEN: x<y 当 且 仅 当 BuCB。。 若 (KO 是 有 
限 拟 序 则 有 ,VX EX，B-= x. 
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EH D `> eu 

VXEX，Bs 必 然 包 含 .x 粘 于 的 所 有 的 点 , ;而 不 包含 * 不 
粘 于 的 所 有 的 点 。 不 妨 设 * 粘 于 的 点 集 为 V, WV =B, 

Vy€V = Be, RIFE X, yeu. RZ, y Ex, W 
yCV=B, iġx= B., 

Ait, BAT T gp (XT) 的 拓扑 序 的 序 拓扑 > . 

2) 

Rf. ZT) 一 〈Y,T') RAR. 8H, feXSY 
(1-1 对 应 ， 以 下 只 须 Wr, x’ EX, y 

WCus. SAMY upg Cup, 

由 于 了 是 同 胚 这 是 显然 的 ， 又 由 拓 外 序 的 定义 有 # xx! 
当 且 仅 当 Us CUzt 

= fO LSH Ufa Cura, 

于 是 x«x' MARS 了 (xz) fa), 

Mit fæ KD) 5 (Y,-—) 的 序 同 构 。 

3) fE OX,«) 5 CY,<’) 的 序 同 构 。 

Mii, Wx, x’ EX, 

X<X' SAMA fL fa) 

FR: Ge) = fe): 

EDS (Bs) -Bro, AM f X, <) SY, <') 的 序 拓扑 的 
HE. . 
4) 由 定义 与 2) 可 知 ， ARRKVWBPRE T X E 唯一 
的 序 结构 ， 反 之 由 命题 3 与 3) "AM X 的 每 一 个 序 拓扑 又 决 
ET Keimi, TE, X 的 拓扑 结构 与 入 上 的 序 结 构 是 
1-1 对 应 的 。 《证 毕 ) 

定理 反映 了 有 限 序 和 有 限 拓扑 的 关系 ， 它 的 意义 在 于 ， 对 
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有 限 集合 而 言 ， 可 以 用 序 的 方法 来 讨论 拓扑 问题 ， 反 之 亦 可 以 
用 拓扑 的 方法 研究 序 的 问题 ， 并 且 可 以 说 每 一 个 拓扑 性 质 都 对 
应 着 一 个 相应 的 序 性 质 ， 布 每 一 个 岸 性 内 对 应 箱 一 个 相应 的 
拓扑 性 质 。 


参考 文献 
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Duke Math J 33 (1966) 465—474 MR33 4930 
[4] R, E, Stong: Finite topology space 
Trans Amer Math Soc 123 (1960) 325—340, MR33 3247 
[5] Melvin, C, Thornton 
Semirings of Fuctions Determine Finite To-Topologies 
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FINITE ORDER AND FINITE 
TOPOLOGY 


Wang Shang-zhi 
Abstract 


Recetly many people have very been interested in 
the various structure of finite set, example; finite 
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group, graph, finite order and finite topology, In this 
short article'we proof that there is one-one function 
between finite order and finite iopology structure, This 
theorem can join the research of finite order and finite 
topology. 
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“膨胀 算 子 及 其 不 动 点 定理 


EWA £4 WR 
指导 教师 AK 


.B. E.Rhoades 在 [1] 中 总 结 了 若 
干 类 压缩 型 映射 ， 并 讨论 了 它们 的 不 
动 点 定理 。 本 文 对 于 某 些 压缩 型 映射 
给 出 了 相应 的 膨胀 型 映射 的 定义 ， 证 
明了 它们 的 不 动 点 存在 定理 , 并 讨 论 
了 不 动 点 集 的 简单 结构 和 不 动 点 集 势 
A mt nat 
本 文中 若 不 加 说 明 ， 义 表示 完备 的 距离 空间 , fos X 到 自 
身 的 映射 。 
对 任意 的 X mox x, y: . 
d=d(f(x), fq», di=d(x, fe», 
d,-d(y, f(y), ds= d(x, fU), 
d,-dq, fœ), d,- de, p, 


米 本 文 发 表 于 《数学 进展 ; 第 11 卷 第 2 期 (982) . 
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B, E, Rhoades 在 [1] 中 归纳 了 250 种 压缩 型 映射 的 
定义 ， 分 析 了 它们 之 间 的 关系 ， 并 给 出 较 一 般 的 不 动 点 定理 。 
250 种 压缩 型 映射 又 是 从 25 种 基本 的 压缩 型 映射 派生 出 来 的 
而 在 25 种 基本 定义 中 ， 都 是 用 di(i=1，2，3，4，5) 的 各 种 
形式 来 控制 G 。 大致 可 以 分 成 三 类 一 类 是 给 各 di RA 非 负 
系数 at， 其 和 之 ， 而 各 系数 之 和 小 于 1。 例如 (D 型 ， 存 
fra, 0<a<1, f Vx, YE 及 有 <ads。 (T) 型 映射 为 : 
存在 非 负数 a, b,c, HE a+b+c<i, five yeX, d 
d<ad,+bd,+cd,, SIE do 的 最 大 值 来 控制 d, A 
dn. IE O<h<1, MEM x, y€ X, A, d<max{d, dzs 
ds} 。 第 三 类 是 将 第 一 类 映射 定义 中 ai 看 成 Gd(z，2 的 单 降 函 
数 。 本 文 对 应 以 上 几 种 压缩 型 映射 给 出 相应 的 膨胀 型 映射 。 

定义 1 AREMRMa>1, wx, YEX: 

oa d>ad,, a» 

则 称 了 为 第 一 型 膨胀 映射 。 

定义 2 若 存 在 非 负 常数 4，b，c 满足 


a+b+c>l, (2) 
H VXEX, y€X, xy, 
"dead, + bd, + cd,, (3) 


则 称 了 为 第 二 型 膨胀 映射 。 
定义 3 FERH h>l, vr, ycX, 
“deh min{d,, d, ds}, W) 
We 了 为 第 三 型 的 膨胀 映射 。 
和 压缩 型 映射 不 同 ， 若 不 对 映射 附加 条 件 ， 不 能 保证 膨胀 
映射 的 不 动 点 存在 。 如 实数 空间 到 其 自身 的 映射 
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27 - (<0), ! 
fœ) -= 
2x+1(x>0), 
是 一 个 第 一 型 的 膨胀 映射 ， 但 因 (xz) 与 J= IEZA, KER 
不 动 点 。 所 以 ， 在 以 下 定理 中 增加 一 个 条 件 ， f 为 满 映 射 ， 即 
X 中 每 个 元 素 都 有 原 像 存在 。 
定理 1 若 f 是 第 一 型 膨胀 映射 且 是 满 映射 则 于 有 唯一 
的 不 动 点 。 
证 首先 来 说 明了 有 逆 映 射 存在 。 
车 xX 二 y， 而 了 f(x) =f(y) KA MD 得 
0>ad(x, y), 
这 与 ad(z， 细 之 0 矛盾 。 由 于 了 每 点 原 像 唯一 〈 又 由 于 了 是 
满 的 ) ， 故 了 是 和 ->XX 的 一 一 对 应 映射 ， 故 逆 映 射 存 在 设 为 
g, Vx, YEX, HI, JURA CO 得 
d(x, ‘p>adg (x) » gy)), 


dga), gD <td, p. 


其 中 0< 革 <1，9 满足 压缩 映射 原理 ，9 有 唯一 不 动 点 Xor 
J (Xo) =X, Lo =f (Gl) =F), MX HEF HE—- A x 
点 。 | f 

定理 2 若是 第 二 型 膨胀 型 上 映射 ， 且 是 满 映射 ， 则 了 一 
定 有 不 动 点 。 

证 VYxoEX， 它 在 了 下 的 原 像 存在 ， 取 它 的 一 个 震 像 
Xi。 再 继续 取 x. 的 原 像 X,，*…。 这 样 就 得 到 点 列 (0), 使 
Xn-i= 了 于 (Za) 。 不 妨 假设 对 任意 如 = 1，2，*…， Xn-1 关 Xr， 因 一 
且 对 某 个 nn 等 号 成 立 ， 它 就 是 了 的 不 动 点 ， 问 题 就 解决 了 。 由 

G) X, 
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d(Xs-,, Xn) -d(f Gy F Ei) ) Sad Ge; Xa) t 
+ bd (Xn, Xa. + cd iden, Xa) 
R . 
: Q - a) d (s-,, X) (b+) dXs, xe. 
#ib+c=0, W a1, 354, EsCULBI— T f 0, RU DA 
b+c#0, BREA 1-070, WI CRAS 
ae Xni) «hd(xs-,, Xa) y 
。 根 据 条 件 (2) OR, OFA 
理 之 证 明 、 PRA MES - A2. 
设 z 在 下 的 原 像 为 2， 即 z= 了 (2) ,显然 {Xa} 不 会 最 后 
总 等 于 Z， 至 少 经 常 地 不 等 于 z， 所 以 不妨 假设 对 任意 的 
NEn +Z, BA 
d(x«z) = Alf (Xn); 10) 2ad Entan) +bd(z,z) + 
+Cd (ari, 2), 
MX->co 时 上 式 左 边 趋 于 0 ， 则 
bd (2,2) = 0, (5). 


cd (X2,,,2) 50 (N>), MEN) 
已 证 b+ c 夫 0， 即 b，c 不 能 同时 为 0。 # b+0, 由 (5) 得 
Z=Z。 BCH, C6) 得 d(xatisZ)->0 或 Xai1>Z。 由 极限 
的 唯一 性 仍 有 2 =Z。 所 以 z 是 了 的 不 动 点 。 
定理 3 连续 的 满 的 第 三 型 膨胀 算 子 了 一 定 有 不 动 点 。 
证 “类似 于 定理 2 可 得 到 点 列 {Xo}, xw. f(x, BO 
妨 假设 Xs-1 关 Xs。 由 (4) 得 
d(xXn-1s Xn) = AF (x), fG.)) 
zhmin(d(xs.,, Xn) d (Xn, Ens) ). (7) 
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上 式 右边 最 小 值 不 能 取 d (Xe), Xe 因 若 对 某 个 mr :最 小. 

ARB) dics. x0 , HA 
A(Xn_,, x) zhd(xs.,, x») X h«l, 
REFS. Few C) 8 

sake Shd (any Hays) RA (En Xay) <P! d csi, Fn)» 
其 中 w =p 且 0<h’ <1, 类似 于 压缩 映 象 原理 的 证 明 ， 
Ge) BRF— Az, Ud è 

由 了 的 连续 性 ， fafa). 但 同时 RT 
由 极限 的 唯一 性 ， 了 (2z) =z, B 和 为 于 的 不 动 点 。 

注 从 定理 2 和 定理 3 的 证 明 可 以 看 出 ， 为 了 保证 不 动 点 
存在 ， 并 不 需要 那么 强 的 条 件 ， 有 下 列 条 件 就 足够 了 。， 存在 某 
一 个 点 XoE 及 ， 可 以 不 断 地 取 原 像 而 得 到 {Xn}， 了 在 点 列 {Xn} 
及 其 极限 2 上 满足 二 、 三 类 膨胀 喘 象 的 条 件 。 对 于 定理 3 也 只 
需要 求 了 在 点 是 连续 的 。 

以 上 , 在 某 些 条 件 下 证 明了 三 类 膨胀 映 象 不 动 点 的 存在 
性 ， 并 解决 了 第 一 型 膨胀 映 象 不 动 点 的 唯一 性 。 二 、 三 型 及 胀 
映 象 对 应 的 压缩 映 象 的 不 动 点 是 唯一 的 。 这 一 结论 对 于 脱 胀 映 
象 来 说 是 无 法 证 明 的 《如 果 不 增 加 条 件 的 话 ) 。 例 in E 等 映 
象 ， 同 时 它 又 是 第 三 型 的 膨胀 映 象 ,但 每 个 点 都 是 它 的 不 动 
点 。 因 此 我 们 必须 去 研究 二 . 三 型 膨胀 映 象 簿 动 点 集 的 构造 与 
不 动 点 的 伸 数 。 在 这 方面 有 下 述 结果 。 

定理 4,: 满 的 第 二 型 膨胀 映 象 了 的 不 动 点 集 G 是 个 闭 集 。 

证 Bx AGRA, WHER {x} CG, .Xs 大 Xo0，. 
Hare, Af SHH, BRBREX, Kf) = ze。 至 少 对 
FERPA 2, ex, FER (3) ， 

d(xn, x) = df (xa), f(x) mbd(x, x) +cd (xe, X), 


LII 


d(x, x) =d(f GO, fato) pad, x) +cd(as, 3) , 
AF nok} d(xe, x0-0, mia, b, c 不 能 同时 为 0， 则 
d(x, x) = 0 fud G^, 220, 
至 少 有 一 个 成 立 。 前 者 成 立时 立即 得 到 xo Xx。。 后 者 成 立时 得 
到 Mex, 但 又 有 Xa->x。， 则 也 有 区 =Xo， 代 入 了 (XY =Xo 得 
Í) =X, H XEG, 
定理 5 连续 的 满 的 第 三 型 膨胀 映 象 了 的 不 动 点 集 G 是 闭 
集 。 
证 BALEG, Laxo, H f REREH, 
f (Xs) —>f (Xo) 
但 同时 x 是 了 了 的 不 动 点 ， 则 
f (Xn) = Lako. 
于 是 了 (xzo =x, HM XEG, 

第 二 型 膨胀 映 象 在 c>1 时 就 是 第 一 型 及 胀 映 象 ， 其 不 动 
点 是 唯一 的 。 下 面 主要 研究 c<1 时 它 的 不 动 点 个 数 。 

引 理 kf £0<Cc1 的 第 二 型 膨胀 映 象 ， 而 且 是 及 >X 
的 一 一 对 应 ， 其 逆 映 象 记 为 9。X 为 了 的 不 动 点 ，E: 为 一 切 在 
作用 下 迭代 收敛 于 的 点 构成 之 集 ， 即 

E== {y : g" (y) >x, n=}, 
那么 ， 若 E 有 聚 点 的 话 ， 只 有 唯一 的 聚 点 Y. 

证 Rx REN, 则 存在 (xq)CEs, meee, H 
ars ooo), HF PRG BRN, Boxen TT 
Q(X) 二 9g (Xo) 于 是 

(xk, Xo) = (fg (xe), fg) Sad (cr, goo» 

+bd(%, g(Xo)) + cd (g (xs) » 9(Xo)) (8) 
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(8) 式 左边 在 k> 时 趋 于 0， 又 c>0， 则 
d(g (Xa), gG))-0 x g (xe) 9G (ko). 
BF oc«1, Wa, b 不 同时 为 0。 25 030, 得 
d(xo，9g(Xo))=0 R gX) = Xs. (9) 
若 a 二 0, WM d, gira) >0(k>09), HE XX BI koo BF 
GE) >X), xix), WABI (9) 。 这 样 一 来 ， 
gx) >x, (ko), 
BR, g(a) gc) = Ye。 重复 上 述 过 程 得 
g? x.) x, (K-00) 。 
从 而 得 到 下 述 关 系 
ài JX), 5, g"x), e 
X, JX), 7 g^), eX 


Xa, gGQu), c, g^ Qno , PH (10) 
t + ' + 
Xa X Xo 


对 于 每 个 固定 的 k， 类 似 于 定理 2 的 证 明 ， 
d(g* em. gn eM gr um P go», F 

其 中 o<h= 722 <i, MAMFERRRRENEN, 对 
f£ B A n Rp. 

dg" (xx), g' Gu) <= 
E koo 时 34-929, gX) >Los r^ Hm g(x))-»0, 于 是 
序列 {4 (x4) ，g (Xs))} 是 有 界 的 ， 即 存在 常数 MSO, :对 任意 
kA 


gj 40 qi», an 


d(xs, g(x») «M, 
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HD, : s 
dig” (xr); g i v. 
SUR Ore ey eee a 
即 对 任意 *> 0, THEN, 当 n> 村 时 ， 对 于 一 切 都 成 立 
d(g* (cn), x)«e. (12) 
取 一 个 圈定 的 n>N， 在 12) 中 令 ko 可 得 
|o d(x, x) «e. 
再 由 RERE, tw, 
定理 6 X & Banach 空间 , t+ 是 0<c<1 的 第 二 型 B K 
RR, EXX 的 一 一 对 应 ， 那 么 二 的 不 动 点 是 非 可 数 的 。 
证 设 t 的 遂 映 象 为 9g。 若 t 的 不 动 点 集 为 {Xs}， 其 中 多 
取 有 限 或 可 数 。 设 En 为 六 中 一 切 在 g 作用 下 和 迭代 收 敏 于 ox 
的 点 构成 的 集合 。 由 定理 2 的 证 明 可 以 看 出 ， 和 中 任 € 一 点 
36 g 下 的 迭代 必 收 敛 于 某 一 不 动 点 , 则 必 属 于 革 一 个 En， 于 是 


X= U E.. 


根据 Baire 定理 ， 至 少 有 一 个 在 菜 一 球 S LEI 

我 们 断言 ，S 中 每 个 点 都 扁 于 Es. AYES, T ye Es, 
Wy 必 为 Ee WRAL SS y= xnEEs, REF JA. 注 
BUX 是 个 线性 赋 范 空间 ， 则 S 中 等 个 点 都 是 S MUR 点 ， 因 
而 就 是 EWR. HB, SETA MBE xe, MYERS 中 
失 有 一 个 点 了 } 这 对 于 线性 赋 范 空间 来 说 是 不 可 能 的 。 于 是 t 
的 不 动 点 集 是 非 可 数 的 。。 7 

SLATS MEXTREERE 
BUR. REM HET Re BER ETM LD EIN A 
aor tL ae 
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SOME FIXED POINT THEOREMS 
ON EXPANSION MAPPINGS 


Wang Shang-zhi Li Bo-yu Gao Zhi-min 
Abstract 


B, E, Rhoades summarized the contraction mapping 
of some types, and discussed the theorems of its fixed 
point in (1J , In the note, we shall define expansion 
mappings which correspond some contraction mappings, 
prove the existence of its fixed point, and discuss the 
simple construction and cardinal unmber of the set of 
fixed points, 
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用 映射 建立 一 些 空间 间 的 关系 


高 智 民 指导 教师 ERE 
摘 要 


第 一 可 数 公理 是 点 集 拓 扑 学 中 重 
要 概念 之 一 。 近 年 来 ， 满 足 第 一 可 数 
公理 的 空间 被 作 过 多 种 推广 ， 本 文 用 
映射 建立 了 这 些 空间 类 的 关系 。 


满足 第 一 可 数 公理 的 拓扑 空间 具有 许多 重要 的 性 质 。 许 多 
拓扑 工作 者 对 之 作 过 大 量 的 研究 。 卫 。Michael，R。C。Olson 
等 人 曾 讨论 了 第 一 可 数 公理 的 多 种 推广 ， 得 出 了 一 系列 的 结果 
«13. E2D. 

本 文 用 映射 来 描述 这 些 推广 空间 间 的 关系 ， 得 到 了 一 系列 
较 整齐 的 结果 。 文 中 所 述 的 映射 是 连续 到 上 的 ， 且 所 提 空 间 均 
WET STE. 


— € X 
定义 1.1 iE SC wep] X, X 的 下 降 子 集 列 GO 称 
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为 S 列 ， 若 XiES;、 则 列 (Xi) 在 S 中 有 聚 点 。 

定义 1.2 对 每 一 p EX， 若 存在 了 的 开 邻 域 组 成 的 S- 列 
(SO ， 当 S= (pit, X 是 第 一 可 数 的 ， 当 8S 分别 是 紧 集 、 
可 数 紧 集 、 XH, UX RARAR, Ra, qu. 

定义 1.3 和 中 一 小 子 基 9 聚集 Fp ( 即 PEF,FE 9)， 
若 存 在 S- 列 (SO 与 了 路 合 dico, FEF, W SNFA 
$)， 则 分 别 当 S= {p}、S 是 紧 集 、S 是 可 数 紧 集 、S= 和 时 ， 
XX 分 别 是 双 序列 式 、 双 KK 式 、 双 半 KK 式 、 相 对 双 半 KK 式 ， 

定义 1.4 4 (F) 是 聚集 于 PEX 的 下 降 列 、 若 存在 聚 
ST PHISH (SD 使 得 SCEi， 则 当 S ={p} 时 ，X 是 可 数 
双 序 列 式 ; S 是 紧 集 时 ， LYM K ky S 是 可 数 紧 集 时 ， 
X 是 可 数 双 半 K x, S=X tj, X AMHARE K R. 

定义 1.5 当 pEF 时 ， 若 存在 聚集 于 p 的 S 列 (S) 使 
SCF, WH Saat ERR, BORER, BX 
Ri, X 48) Frechet 空间 、 单 个 双 K 空间 、 单 个 双 半 天 空 
间 、 相 对 单个 双 半 K 空间 。 

定义 1.6 “FHM, AH DCF -F 和 聚集 于 了 的 
S Jl (S) 使 得 SiCF， 当 5S 分别 是 {p}、 是 紧 集 、 是 可 数 紧 
集 、 是 及时 ， 则 六 分 别 是 序列 式 、 序 列 式 及 、 序 列 式 半 K, 
序列 式 9 空间 。 

定义 1.7 f:XoY 是 双 商 映射 , WRT eo EET 
YEY, W f MF) RRFR— xEf U). 

定义 1.8 f:XoY 是 可 数 双 窗 映射 ， 若 (Ai) BY PR 
SEF y 的 下 降 列 ， 则 (f-1(A;)) 豪 集 于 某 一 XEf-1(y) 。 

定义 1.9 了 XY 是 遗传 商 映射 ， 若 YE AcCY， 则 有 
LEFU, &8xcf o». 
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定义 1.10 f[:XoY ARR, BACY RA, WA 
yCA-A, RBH KEf'@, xcf A). 


二 、 结 果 


定理 2.1 Y 是 双 空间 ， 当 且 仅 当 存在 点 可 数 空间 X 
和 双 商 映射 了， 使 得 了 (X) - Y. 

定理 2.2 Y 是 可 数 双 天 空间 ， 当 且 仅 当 存 在 点 可 数 空间 
和 和 可 数 双 商 映射 f， 使 得 了 (X) = YY。 

定理 2.3 Y 是 单个 双 K 空间 ， 当 且 仅 当 存在 点 可 数 空间 
和 X 和 遗传 商 映 射 f， 使 得 了 CX) = YY。 

定理 2.4 YY 是 双 半 K 空间 ， 当 且 仅 当 存在 强 q 空 间 X 
和 双 商 映射 了 ， 使 得 f(X) = Y. 

定理 2.5 Y 是 可 数 双 半 K 空间 ， 当 且 仅 当 存在 强 g 空间 
入 和 可 数 双 商 映射 了 ， 使 得 了 (X) = 了。 

定理 2.6 Y 是 单个 双 半 K 空间 ， 当 且 仅 当 存在 强 g 空 间 
X 和 遗传 商 映 射 了 ， 使 得 了 (X) =Y. $ 

定理 2.7 Y 是 单个 双 K 空间 ， 当 上 且 仅 当 存在 可 数 WK 
空间 X 和 遗传 商 映 射 f， 使 得 了 (X) Y. 

定理 2.8 Y 是 序列 式 KK 空间 ， 当 且 仅 当 存 在 可 数 双 KK 
空间 X 和 商 映射 f， 使 得 了 (X) = 了。 

定理 2.9 Y 是 单个 双 半 K 空间 ， 当 且 仅 当 存在 可 数 双 半 
KK 空间 X AGS eR f, HE fOD-Y. 

定理 2.10 了 是 序列 式 半 K 空间 ， 当 且 仅 当 存 在 可 数 双 
半 下 空间 及 和 商 映 射 了 ， 使 得 了 (X) -Y. 

定理 2.11 Y 是 相对 单个 双 半 下 空间 ， 当 且 仅 当 存在 相 
对 可 数 双 半 K 空间 X 和 遗传 商 映射 f， 使 得 FOO = Y. 
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定理 2.12 Y 是 序列 式 q 空间 ， 当 且 仅 当 存在 相 对 可 数 
IEK jg X 和 商 映 射 了 ， 使 得 了 (X) - Y. 

定理 2.13 Y 是 序列 式 K 空间 ， 当 且 仅 当 存 在 单个 双 KK 
空间 X 和 商 映 射 了， 使 得 了 (X) = 了 Y， 

定理 2.14 Y 是 序列 式 半 KK 空间 ， 当 且 仅 当 存在 单个 双 
KZN X 和 商 映 射 f， He FOO = 了 了 。 

定理 2.15 Y EFIR 空间 ， 当 且 仅 当 存 在 相对 单 个 
双 半 天空 间 和 和 商 映 射 了 ， 使 得 了 (CX) = Y, 

=. if 明 

3.1 定理 2。1 的 证 明 ， VE X RATS, f 是 双 商 mR 
射 。 设 Y 中 一 滤 子 基 .9 聚集 于 DP， 由 于 了 的 性 质 ， 则 太 !(7) 
={f (FP); FEF)\RRFE-—xEf tM. xtitx, HEX 
WI BMA RA S- 列 (3S)，S 是 紧 集 上 且 SCN{S; ico), 
由 于 了 连续 ， 故 了 (S) 是 紧 集 ， 且 (f(SD)) 是 了 (S)- 列 。 

WH FEFMIS), ANSINF do, HMFSIN 
Fo, WF5FOHAGCSI MA, HUY 是 双开 空间 。 

下 证 相反 的 情形 。 首 先 我 们 给 出 一 个 构造 。 设 (CAD 是 
某 一 拓扑 空间 T 的 单调 下 降 子 集 列 ， 我 们 在 卫 上 构造 新 的 拓 
THAT. 

对 于 tET， 其 基本 开 集 形 如 UN ({t}UA)D， 其 中 t€EU 
且 也 在 了 的 原 拓扑 中 开 ， 易 知 上 述 形成 卫 的 拓扑 ， 记 此 拓 th 
空间 为 了 (4;) 。 关 于 了 (4;) ， 有 下 列 性 质 ， 

a) 人 恒 等 映 射 i; TAD OT 是 连续 的 。 

b) 若 tET，iE€ w， 则 {t}U Ai 在 T(4i) 中 是 开 集 ， 

c) 若 FfCT， 则 
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N{ANF AT PHA Bs ico) 
=M{ANF ETA Impe, ico), 

d) Ea;€ A, Kaža) 在 了 中 的 聚 点 ， 则 也 是 在 
T(AD mies. 

e) ATTN, W T(A) 4 T, 的。 

p ntAs iE€ w} 上 的 两 个 相对 拓扑 是 一 致 的 。 

现在 转 入 证 明 。 设 了 是 双 空 间 ， 对 每 一 JyEY MRK 
FYRET, WITWE HSY, HAS, 9), 
"Sq, 0 Y mig—4 Xf. 

gx YQ, F)=YSily, F)USY, D WM Ew, $ 
X= OY, F), Biflrus 是 恒 等 映 射 来 定义 f; XoY, 
Hia) 知 ， 了 是 连续 到 上 的 。 

VEX 是 点 可 数 的 。 若 PEX， 则 PE X—Y(, 3), # 
ERD {PUSY D USY, FEY, PEHE, 
Mitt X PERF, HFS, IVEY mie Scy, FA, 
MASU, ABY PORK, RAY, PUSY, F) 
US, F))ESY, F) UPI. HERD , Al Cp}U 
Siy, PUSY, ITYVÆY Y, F) m db X SQ, F)U (p) 
列 。 

A5 Sy, DEY PERK, EXE, BRAY, 
WFEN{S U, PUSY, 50) EXIIBTPR— EJ Y 的 
FEAMEAYY, FOF), HESY, 94) 上 相 35 
tht, MASY, FAY Y, DE TERIS. FR 
à X uu. 

进而 证 明了 ENAH. US 是 Y 中 聚集 于 y 的 滤 子 基 ， 
BxXHE— Fc, (iq, 2)nPF)ERRdJqnycY (注意 在 

212 


此 我 们 可 取 F U (y BRI REF) ， 由 性 质 c) MCFG: 
Wy, FIAYY, FOF) RK FYEYY, F), KH! 
(F) REF YEVY, 05. FIL f AMARA. it 

3.2 定理 2.2 PEA: 设 丸 是 点 可 数 型 空间 ,了 : Xo9Y& 
可 数 双 商 映 射 ， 若 CAO 是 聚集 于 PEY 的 下 降 集 列 ， 由 了 于 
WE, FAD) RRP xcf'qo. AX BAK, x 
Fa, d (Si) x 的 开 邻 域 组 成 的 S- 列 且 紧 集 SC Nt{Si; 
i€co), SER, (GOD) f CLE, f CS) EY hK, 从 而 知 
人 了 (SD)nAD 也 是 了 (S) 列 。 

ik V 是 含 P 的 任 一 开 集 ， 则 f Gon S; 是 x 的 邻 域 ， 所 
APF IM AS NS (Ad#d, KRVNFG) NAAS VNA FS) 
NAD+, gti n (GO NAD 聚集 于 p, HUY TARK 
空间 。 

下 证 相反 的 情形 。 设 了 了 是 可 数 双 KK 空间， 对 每 一 yEY 
和 聚集 于 2 的 下 降 列 (4D) ， 选 取 SY, (47)) 列 (Si(y, CAD) 
SY, CAD) CAs 对 每 一 KU, A (Siy, (A) 聚集 
Fy, Sy, (Ad) 是 一 紧 集 。 

EXYU, (Ad) =Y(Si(，(4D))US(G，(4D))) 如 前 
述 ， 令 和 = ,g, Ya. (AD), f: XY Bf lvo.» 0E T8 
映射 来 定义 WER a) 表明 了 是 连续 到 上 的 。 

X 是 点 可 数 的 ,事实 上 , 若 PEX, 则 PE 某 一 了 (y, (AD), 
据 性 质 b) , (PUS: y, (Ad) US, (ADE X HERM. 
mE mp USiq, (AD) US(, CAD) X SQ, (Ad) 
U(p) Jl, 3x IN 7g St, (AD e Y HEKE, FHEA f) 
ASY, ADEYY, Ad) HE. Mii SY, (Ad) U (p) 
XK, KX 是 点 可 数 的 。 
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再 证 了 是 可 数 双 商 映射 。 设 CAO 是 了 中 聚集 于 y 的 下 
PEA, SE YCYYy, (AD), Bys=f''MvUYG, (Ad), 
HUN Cy} Usity, (Ad ) Us( (AD. RX PEF yit) 3 
本 开 集 UY Bj, RyCU, MERWE. A Sic, 
(ADD RETF YEY A Si(y, CAD) 忆 Ai;， 所 以 存在 XEUN 
Siy, (Ad) CUN Ai (此 在 Y 中 成 立 ) ， 故 

xref I ANN ON Cy} uSiq, (Ad) US, (AD) 在 
X 中 成 立 ， 此 意味 着 yE 1Ai) 对 每 一 i 成 立 , HU C^ CAD 
聚集 于 y， 故 于 是 可 数 双 商 映射 。 论 。 

3.9 定理 2.3 的 证 明 : UR X 是 点 可 数 型 空间 ， 了 了 : XY 
是 遗传 商 映 射 ， 设 PECY， 由 于 的 定义 ， 则 有 xe f 
使 得 XEF-1(F) 。 因 六 点 可 数 ， 对 XY， 设 SD Bem we 
域 组 成 的 S 列 上 且 紧 集 SCN{SisiEw}， 显 然 GE EJO 
列 且 f(S) 在 Y 中 紧 ， 从 而 GDNF 也 是 f(S) 列 。 

RVEAPHE-FK, MI WS 是 的 邻 域 ， 所 
US WV) Nf) 1S Ad HEV NFS) n F9, Hf (Sd 
NF) 聚集 于 DP， 所 以 了 是 单个 双 k 空间 。 

下 证 相反 的 情形 ， 设 Y 是 单个 双 丰 空间 ， 对 每 一 AcY， 
取 yE ARURfET y t SUY, AD A GSiGy,A)) CA, Sty, A) 
dE Y 中 是 紧 集 。 E XY (Qj, A) = Y iQ, A) US Qj, 4) 如 前 述 ， 
HY X= OY YA) |f: XoY H f voa 是 恒 等 映射 来 定 
Xs HERO 知 了 连续 到 上 。。 

TEX SIX. pec X.Wpc 5€ -Y (p, A) ,由 性 质 b)， 
(p Us: (y, A) Us( A) Æ YY, A) PH, MMF X 中 开 ， 
HERA.) M, {P} US: (y, AUS, A 是 S(y,A) Up) 
54, WH{P}USY,A) dE X '&, XATA 
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再 证 了 是 遗传 商 映 射 。 设 YEBACY， 考 虑 YEY(y, A, 
设 UN (US A) USQ, AD 是 XX 中 关于 yy 的 基本 开 集 
(其 中 yEU, UEY pH), (si(y,A)) REF YCY, 
所 以 存在 XEY， 使 得 

x€cUnS;g,4 cUnA 
在 多 中 成 立 ， 从 而 
ZEf (AYN UN Cys USiY, A) US, A») 
在 六 中 成 立 ， 故 YE 了 7(A) 在 及 中 成 立 ， 所 以 ,了 是 遗传 商 
映射 。 i 

3.4 3E 32.4, 2.5, 2.6 的 证 明 注意 到 在 了 ,空间 中 ， 
一 个 集 可 数 紧 当 且 仅 当 其 任 一 无 穷 子 集 至 少 有 一 聚 点 。 分 别 仿 
4EPR2.1, 2.2, 2.8 即 可 。 访 。 

3.5 定理 2.8、2.13 的 证 明 :， 因为 点 可 数 仿 可 数 双 ko HR 
AAMAS FARK, HAG ERTEN: Y 是 序列 式 空间 
当 且 仅 当 存在 点 可 数 空间 X MRA f, (5 了 f(X) = YY， 所 
以 我 们 仅 证 序列 式 空间 及 的 商 象 了 仍 是 序列 式 k 空间 。 

KAY PRA, Af ewer, WAH YCA-A, 
FELES OER EFT (A) oF f(x) = YEA, f(A) 
EXAM, HFXREARKSA, WA CF (A) 
-f (A) MRRF pH S-A (S2 RSCA HSE 
XE. A-H, AFF ACH A). KIMEA 
HpEef'(A) , BU fq cA-A, FG) CABR, HF) 
dE Y 中 是 紧 集 。 以 下 说 明 (Go) BFS) WA (GOD X 
集 于 f(p) 。 事实 上 ， 任 取 yYiEf(st?) , WAGES, 使 得 
i= 了 Xi?) ， 而 GO ESPERA, W (o 在 了 (S) 中 有 
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TOS 〈 因 于 连续 到 上 ) ， 此 表明 GS)) LFS) A. VA 
PESCI FED ， 故 f(p) Ef(SD)， 即 Go 聚集 于 
IP. ik Y EFIR k ZH, % 

3.6 定理 2.10、2.14 的 证 明 : 可 以 证 明 ，Y 是 序列 式 半 
k 当 且 仅 当 存在 X 和 了 使 的 了 (X) = 立 ， 其 中 和 是 强 4 空 间 且 于 
是 商 映射 。 

AAR => PRM 之 单个 双 半 Kk HA KEK, HR 
需 证 明 序列 式 半 空间 的 商 象 仍 是 序列 式 半 k。 而 此 类 似 于 
3.5. it 

3.7. & 82.12. 2.15 的 证 明 : 因为 gq 空间 是 相对 可 数 双 
半空 间 ， 而 后 者 又 是 相对 单个 双 半 空间， 且 又 是 序列 式 q 
空间 。 加 之 可 以 证 明 ，Y 是 序列 式 q 当 且 仅 当 存在 X Mf, E 
得 f(X) =Y, HPX 是 9 空间 ， 了 是 商 映射 。 故 只 须 证 序 列 
式 g 的 商 象 仍 是 序列 式 9， 而 此 证 同上 . iz 

3.8 定理 2.7 AEA: 因 可 数 双 是 单个 双 k， 且 因 定理 
2.3， 故 只 须 证 单个 双 k 空间 的 遗传 商 象 是 自身 , 设 YE ACY,， 
因 了 是 遗传 商 上 映射 ， 则 存在 RET GY) 使 得 ZE 大) CX. 
BUPX 是 单个 双开 空间 ， 故 存在 聚集 于 z 的 S 列 (SO 使 得 
Scf'uD 且 S 是 紧 集 。 于 是 (GO) BIS) A, AFS 
BRR, BISICA, AxES:icf' GSD), #MYC FSD» 
即 GSD RRF y. PUY 是 单个 双开 空间 . 论 

3.9 定理 2.9 HIER, 因为 强 9 之 可 数 双 半 天 全 单个 双 半 
玫 ， 且 由 定理 2.6， 仅 须 证 单个 双 半 K 的 遗传 商 象 是 自身 。 证 
法 同上 。 ] it 

3.10 定理 2.11 的 证 明 ， 因 为 9 之 相对 可 数 双 半 开 之 相对 
单个 双 半 玉 。 而 且 可 以 证 明 :，Y 是 相对 单个 双 半 KAHH H 
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MAREX MS, 使 得 f(X) = 了 ， 其 中 入 是 9 空间 f Ao 
传 商 映 射 ， 故 只 须 证 明 相对 单个 双 半 K 空间 的 遗传 商 象 仍 是 
自身 即 可 。 而 此 同 3.8 之 证 。 x 
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ESTABLISH SOME SPACES 
RELATIONS BY MEANS 
OF MAPPING 


‘ Gao Zhi-min 
Abstract d 
First countable is of important concept in general 
topology, and was generalized by different methods, 
In present paper, we establish their relations by means 
of mapping, 


277 


WOLK 两 个 定理 的 推广 


李 伯 渝 。 指导 教师 ERE 
fi 要 


N 


AXED TE. S, Wolk # x 
[1] 中 的 定理 3。6 和 定理 3.9， 并 
将 它们 作为 本 文 结果 的 直接 推论 。 


E. S, Wolk 在 [1] 中 将 经 典 的 Dini 定理 推广 成 
定理 3.6 今 X 是 拓扑 空间 ，Y 是 半 序 华 ， 其 中 全 无 序 
合 是 有 限 的 ,并 带 有 Dedekind 拓扑 。{j : ?ED)} 是 和 到 了 
的 函数 网 ， 它 点 态 收敛 于 函数 FEY", AMS Bh xEX, Y 
中 网 {fn(x) :72ED} 是 单调 增加 的 ， 若 每 Pf MPR, I 
(f»:n€D)g X LERWRMF fo 
这 里 ， 半 序 集 的 子 集 称 为 全 无 序 的 是 指 ， 其 中 每 两 点 都 不 
可 比较 ， 拓扑 空间 XX 到 了 的 函数 网 {fs : n€ D) dE X E38 
WAF JEY: 是 指 ， 对 于 任意 XEX 及 和 中 收敛 于 x 的 网 
{Xm : MEE), Y mig A (face) : (n,m) € Dx E) hk MF 
f(x), Dedekind 拓扑 是 半 序 集中 一 神 固 有 拓扑 。 没 P ALE 
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集 。 若 SCP， 且 对 任意 X, YES, MAZES x<z, y<z, 
W S 为 上 定向 集合 ， 类 似 地 有 下 定向 集合 的 概念 。 若 KSP 且 
K 中 任意 上 CO 定向 子 集 在 其 上 (M 确 界 存在 时 必 属于 
K, 384,%& K 为 Dedekind 闭 集 。P 中 所 有 Dedekind 闭 集 可 
以 构成 某 个 拓扑 的 闭 集 族 ， 称 它 为 卫 的 Dedekind 拓扑 。 

Wolk 在 证 明了 这 个 定理 后 指出 ， 有 例子 说 明 ， 若 将 值 域 
空间 了 了 的 全 无 序 子 集 有 限 性 条 件 去 掉 后 ， 此 定理 将 不 成 立 。 
他 认为 将 了 的 拓扑 取 作 Dedekind 拓扑 是 不 自然 的 。 接 着 就 
提出 这 样 的 问题 ， 是 否 可 用 另外 一 些 拓扑 代替 了 中 的 
Dedekind 拓扑 ， 使 定理 3.6 去 掉 Y 的 全 无 序 集合 有 限 性 条 件 
后 仍然 能 成 立 ? 

我 们 将 指出 ， 用 区 间 拓 扑 代 蔡 Dedekind 拓扑 就 可 以 解决 
这 个 问题 ， 并 把 定理 3.6 作为 我 们 结果 的 直接 推论 。 

定理 1 . 若 值 域 空间 Y 中 拓扑 T 存 在 一 个 子 基 B， 满 
ETIR: WER BEB, 至少 具 备 下 列 条 件 之 一 ， 

O YEB. >Y >y EB; 

G) y €B. y<yi>y.€B. 

那么 将 Y 的 全 无 序 子 集 有 限 性 条 件 去 掉 后 定理 3.6 依 然 
成 立 。 

AH: SLEX, 而 X 中 网 {Xm : m€EE} 收 敛 于 xX， 我 们 
将 证 明 Y AP {fa (em) : (n,m) € DX ESRF f G2. WHR 
需 说 明 ， 对 任意 BCB. fG) EB， 该 网 最 后 在 B 中 即 可 。 

假设 BURA O 。 由 {fr(x) : nEeD) KAF fix), 
THRHENCD, W n>N 时 加 (xz)EB。 根 据 加 的 连续 性 和 
fr (x) EB， 存在 MEE，, f¥m>M h fun) EB。 再 由 
(fs: ne D} WRB, 对 于 n>N M mM, 
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fn(Xm) SfN (Xm) € B, 
由 于 B 满足 条 件 O, (n,m)>(N,M) 时 fn(Xm) EB, BP 
{fa(Xm) : (n,m) c Dx ERE BSH, 

Pik BREA GD 。 根 据 了 的 连续 性 ， 存在 MEE, 
fi m>M 时 了 (xm)EB。 我 们 断言 ， 对 任意 m>M 和 ?ED， 
fn(Xm) EB。 这 将 说 明 {fr(Xm) : (n,m) ED xE} 最 后 在 B 中 。 
假设 不 然 ， 即 存在 m>M 和 no。€ D， 使 得 fs (xm, EB. d 
据 网 {fn(Xm,) : nED} WAAL, nm, fren, > 
fus). BT B 满 足 条 件 Gi) ,fn(xm)EB。 而 {f(xXm): 
nED} 点 态 收 化 于 了 (Xm )， 则 了 (xm,) EB, REF o 

O.Frink 在 [3] 中 定义 了 半 序 集 卫 中 的 区 间 拓 扑 。 对 于 
任意 CEP， 集 合 

(-co，a]= (x CP : x«a)fü[a, + co) = {XEP : xza) 
称 为 闭 射线 。D 中 以 所 有 闭 射 线 为 闭 集 族 子 基 的 拓扑 称 为 PP 的 
区 闻 拓 扑 。 

显然 ， 若 在 定理 1 中 了 的 拓扑 取 成 区 间 拓 扑 ， 它 将 满足 
有 关 的 条 件 ， 于 是 有 

定理 2 。 定 理 3.6 中 若 将 了 中 Dedekind 拓扑 换 成 区 间 
拓扑 ， 则 该 定理 去 掉 Y 中 全 无 序 子 集 有 限 性 条 件 后 依然 成 
Mo 

T. Naito[4]f R. W. Hanselll5]45uEB T, 车 半 序 集 
的 全 无 序 子 集 都 是 有 限 的 ， 那 么 它 的 区 间 拓 扑 和 Dedekind 35 
扑 是 一 样 的 。 于 是 ， 定 理 3.6 可 视 为 定理 2 的 直接 推论 。 

E. S. Wolk 在 [1] 中 还 证 明了 

定理 3.9 令 和 和 Y 都 是 半 序 集 ， 且 它们 的 全 无 序 子 集 
都 是 有 限 的 ， 都 带 有 Dedekind 拓扑 。 设 (fa: n € D) 是 和 到 
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Y ijui, CASATE SCY". 车 

OD 每 个 加 都 是 单调 增加 的 函数 ; 

(2) 对 于 每 个 XEX, f(x) = Sup(fsGo : nED}, 
3PAdE X bifa: nED} 连 续 收 敛 于 玫 。 

我 们 将 对 此 定理 作 类 似 于 前 一 个 定理 的 推广 ， 即 将 此 定理 
i X 55 Y 的 Dedekind 拓扑 都 换 成 区 间 拓 扑 ， 去 掉 Y 中 全 无 
序 子 集 有 限 的 条 件 ， 并 将 GD 减弱 成 f(x) 是 (fale) : n€ D) 
WEE, 352.2238 3.9 依然 成 立 。 而 且 可 把 定理 3.9 作为 我 们 
结果 的 直接 推论 。 

定理 3 。 设 在 定理 3.9 中 YY 带 有 拓扑 T， 它 满足 定理 1 
中 的 条 件 ，X 中 带 有 拓扑 r， 满 足下 列 条 件 : 

Gib SX meg ET (TR) 的 网 收敛 于 某 点 时， 该 
点 必 是 该 网 的 上 界 (下 界 ) 。 
那么 将 定理 3.9 HY 的 全 无 序 子 集 有 限 的 条 件 去 掉 ， 并 将 条 
HES) = Sup{fn(X) :n€ DUREE fe) 是 (f(x) : MED} 
的 上 界 ， 定 理 3。9 依 然 成 立 。 

证 明 : 设 YEX,BEB， 且 了 (xz) EB : XH {xm : MED} 
KKF XLo RIKERA Y Pf a (am) : (0,00 EDxE} 最 后 
在 召 之 中 。 

先 设 B 满足 条 件 GD 。 利 用 了 的 连续 性 ， 存在 MEE, 
E MSM 时 了 xm) EB。 根据 (Xm) 是 {fn(xn) NED} 的 上 
JU BRAG GD) ,对 任意 m 宇 M 和 n€ED, 有 fn(Xm) CB, 
即 {fa(Xm) : (n,m) EDxXxE} 最 后 在 B 之 中 。 

下 面 主要 考虑 B 满足 O 的 情况 。 先 证 明 以 下 结果 ， 

1° 若 {Xm:m EE} 是 单调 的 ， 那么 {f(xm) : (n,m) € Dx E} 
最 后 在 也 之 中 。 
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设 {xm : mEE} 是 单调 增加 的 利用 了 的 连续 性 ， 存 在 
MEE, t m>M iy fox EB. HEA fm) CB. 由 于 
(«Gu : n€ Dy ike RF feu), FHENED, thn>N it 
faxm) EB。 利 用 {xm : MEE} 是 单调 增加 的 和 每 个 f, 是 单调 
mW, 4m>M M n>N f, 

fn (Xm) > fixa EB. 
而 了 满足 条 件 (iD 保证 了 这 时 farm) € B. 

设 {Xm : MEE} 是 单调 下 降 的 。 利 用 (fa) : n€ D) 收敛 
于 了 (xz) ， 存 在 NED， 使 ?>N 时 加 (xz)EB。 根据 D, 
对 于 每 个 ME 了 ，xzm>XZ。 再 利用 fs URGE HE, n>N 和 
mcE, 

fn(Xm) >fr(x) € B, 
于 是 B 满 足 条 件 O 保证 了 这 时 加 (xn) CB. 

这 就 完成 了 1^ 的 证 明 。 下 面 要 去 掉 {Xm : mEE} 单 调 的 
假设 来 证 明 {fn(Xm) : (n,m) EDxE} 最 后 在 B 中 。 

假设 不 然 ， 即 有 在 Dx 的 一 个 共 尾 子 集 F， 使 

(fax) : (n,m) c F) cY- B, 
定义 函数 S; F>D RET, FOE 如 下 ， 对 任意 (n,m) EF, $ 
S(n,m) =n, T(n,m) =m, 
显然 S 和 了 都 是 单调 增加 的 ， mBBFIDXEm3t ES 
S 和 的 值 域 分 别 在 DME PEE. HV 
{fensm : n,m) CF} AM EXT ns s : (n, M) EF} 
分 别 是 {fn : NEDYA {Xm : MEE WFR. 根据 [5] 定 理 2， 
Gros m : (t, n) EF} 有 单调 子 网 ， 即 存在 定向 集 工 和 汤 数 
R; L->F， 使 网 (Xrom: k EL) 是 它 的 单 调子 网 。 那 么 
{fsorm :KELY》 是 ffsumsm : (n,m) CF} 的 子 网 ， 也 是 
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(fs: n€ D 的 子 网 。 

显然 (son : KEL} M {xrorm : kCL) 满足 本 定理 
{fn : nE DYF {Xm :70E 瑟 ) 所 满足 的 一 切 条 件 。 运 用 已 证 明 的 
结论 1° 可 得 ，Y 中 的 网 

(fsonao (XToRiGy) : (kk) ELX L} 
最 后 在 B 之 中 ， 显 然 工 x 工 的 对 角 线 人 A= kk) : kCL) 在 
工 x 荆 中 是 共 尾 的 ， 那 么 网 
{f SoRh Gerona) : KEL} 
也 将 最 后 在 B 之 中 。 

但 另 一 方面 ， 对 于 每 个 kEL， R(Q CF, ARG 
= (SRw、T。Rw) ， 那么 fs。Rgu Gero Ra) CF (fn Xm) : 
(n,m) € F} 的 值 域 ， 则 

{fsoRrim(XToRm) : kC L) CY - B, 
这 个 矛盾 就 证 明了 " 

2°, JE B iE AR PE). MM, EGO: m C E) lk SC x, 则 
{fn (Xm) : (n,m) C Dx E RHE B 之 中 。 

这 就 证 明了 定理 3 。 

现 让 定理 3 中 两 个 拓扑 都 取 成 区 间 拓 扑 。Y 中 的 区 间 拓 扑 
满足 定理 1 中 条 件 是 显然 的 。 而 根据 Naito 和 Hansell 的 结果 
和 [1] 中 引 理 3,3，X 中 区 间 拓 扑 也 满足 定理 3 中 条 件 iD 。 
FERNE: 

定理 4 . 在 定理 3.9 HH X, Y 的 Dedekind 拓扑 都 换 成 
Kili, HY 中 全 无 序 子 集 有 限 的 条 件 ， 将 条 件 了 (x) 
= Sep{fa(x) : NED} RBM fGO 是 {f(x) : n€ Di E R, 
那么 定理 3.9 依然 成 立 。 

仍 根据 Naito 和 Hansell 的 结论 ， Wolk 的 定理 3.9 可 视 
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为 定理 4 的 直接 推论 。 
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THE GENERALIZATIONS OF 
WOLK’S TWO THEOREMS 


Li Bo-yu 
Abstract 


In this paper we generalize wolk's Theorems 3.6 
and 3.9 in[1],and make them become immediate corollaries 
of our results, 
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ER AT Fe EY HE) 
超 限 序数 解 (ID * 


AR F AH IA 


m 要 


在 本 文中 ， 作 者 在 [11 的 基础 上 
伏 续 研究 丢 番 图 方程 及 其 推广 方程 的 
超 限 序数 解 。 本 文 的 主要 结果 是 定理 
1 ， 定 理 5 和 定理 6 。 作 者 在 本 文中 
已 较 完整 地 研究 了 一 般 的 丢 番 图 方程 
(1) 及 其 变形 方程 的 超 限 序 数 解 间 题 。 


作者 在 文献 [1] 中 研究 了 丢 番 图 方程 X=1+ Dy D X B 
然 数 ) 及 其 七 种 变形 方程 和 两 类 推广 方程 的 超 限 序数 解 问题 。 
本 文 在 超 限 序数 的 范围 内 研究 更 一 般 的 方程 

xt Dy +q, a) 
其 中 a、B 为 任意 的 序数 ， 而 D、q 为 自然 数 。 本 文 是 在 文献 
[1] 的 工作 基础 上 进一步 的 工作 ， 且 推广 了 文献 [2 一 5] 的 工作 ， 


米 本 文 发 表 于 “科学 通报 ”第 18 期 (1981) . 
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把 波兰 著名 数学 家 Sierpinski 首先 提出 的 二 元 三 项 式 序数 方 
程 解 的 问题 ， 作 了 较为 系统 的 研究 。 

我 们 先 研究 当 a=m，P =n 篇 为 自然 数 的 情形 。 不 妨 设 
m, n= (GURREA). RETF H: 

定理 1。 JEDEa=m, Pan BERT INE AB 
限 序数 解 。 

证 ,方程 (1) 在 D= 1 时 即 为 Y” =y"+q, IER mn, q Ee 
为 自然 数 ， 且 加，? 壮 1。 由 文献 [5] 的 一 个 定理 知 ， 此 方程 没 
有 超 限 序数 解 ， 当 D1 时 ， 方 程 (1) 如 果 有 解 ， 则 外 x 一 定 是 
MZA, D y 不 会 是 极限 数 。 事 实 上 ， 由 方程 (0)，i 是 显然 
的 。 对 这 来 讲 , 如 果 HORE, WA y 是 极限 数 ， 显 然 方程 (1) 可 
变 为 x" =y" +q， 从 而 无 起 限 数 解 , 故 造成 矛盾 ,这 样 , 当 DY 1 
时 ,方程 (1) 的 解 可 设 为 孤立 数 xX My=n- KM, Bop WRR 
数 ， 而 人 为 自然 数 。 于是， 可 有 。" 

x"- Dye )'«q, 
化 简 之 即 得 

x"- y" * (D- DS +q. 
此 方程 无 超 限 数 解 。 这 与 假设 矛盾 。 

由 定理 1， 我 们 可 以 得 出 下 列 推 论 , BBA HB xt = Dy 
+9 没 有 超 限 序数 解 ， 其 中 刀 、9 为 自然 数 ， Pell 方程 2 
= Dy*+ 9 没有 超 限 序 数 解 ,其 中 Dig 为 自然 数 ; 方程 z" = Dy" 
+a, D qg 为 自然 数 ) 当 且 仅 当 mn=1 时 才 有 超 限 序 数 解 。 在 
a-m, B-n 上 皆 为 自然 数 时 ， 方 程 (1) 有 七 种 变形 方程 , 我 们 在 
这 里 只 给 出 下 列 主要 结果 ， . 

定理 2. 方程 Xx"+q= Dy" 在 D=1 时 没有 超 限 序数 解 
fg D22, # D- dq 无 超 限 数 解 ， 而 在 D-1ls 时 有 解 X 
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=(€+r)", y= E+)", RHE HERORRK, m 


定理 3. 方程 xX" =3"D+9 没 有 超 限 序数 解 。 

X24. 方程 Xm"+g =y"D 4D=1 时 没有 超 限 序数 M 
当 DD>2 且 仅 当 DD- i|, 时 有 超 限 数 解 ( 如 有 解 ， 一 定 是 超 限 孤 
立 数 解 ) 。 

在 研究 一 般 的 丢 亚 图 方程 (1) 之 前 ， 我 们 先 给 出 几 个 序 数 
常用 计算 公式 .关于 xt Gc 为 超 限 数 ，? 为 自然 数 ) 可 见 X ORA 
1,3], 

引 理 1。 设 x 为 任 一 超 限 数 ,7 为 任 一 极限 数 ， 则 

xo, (2) 
其 中 a 是 x 的 正常 表示 的 首 项 指数 。 
引 理 2。 设 x 为 孤立 数 
X= 09^ 0, Q3 Ay + + OI GR, (3) 
其 中 a Da, > >ar > 0; 而 259,0. 是 自然 数 ， 又 设 了 了 
HM ZARS: 
02 2 +”, (4) 
其 中 为 极限 数 ，. 人 为 自然 数 ， 则 
x= a "a, + Ou 07D*t: a, + e + pm ODHA , 
+O MDa apt ON Dte gue eo 
n Dte, 十 De TVA ay + ov 
+ pn C +D+a a, ++ on G+ D*ecig, + 
qi 6 *Dg apt WAT Gy + oo + OD Teig, 
+a Tan, (5) 
5283. Kx 为 极限 数 
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X= O% A, + O2 A, +++ + Oh Ay (6) 

其 中 a Da, > >an>0; Aa, a, s ar HARK. Rik 
7 为 孤立 超 限 数 (4) 式 ， 则 

"297g, + OM Dt g++ gno-Dtuag,, (T) 

这 三 个 引 理 用 序数 的 运算 及 x" 的 计算 公式 不 难得 出 .由 这 
三 个 引 理 ， 我 们 可 以 得 出 下 列 ， 

定理 5， 当 X 和 7 和 皆 为 超 限 数 时 ， 则 x" 一定 是 极限 数 。 

现在 ， 我 们 来 研究 方程 (1) 。 我们 有 下 列 : 

X36. "a. B 中 至 少 有 一 个 极限 数 时 ， 方 程 (1) 有 超 限 
数 解 本 >x= 1，B 为 极限 数 ， 且 解 为 Y= n+9，Yy=7， 其 中 7 
为 任意 的 超 限 数 。 当 a、B 为 不 等 于 1 的 孤立 数 时 ， 方 程 (D 
没有 超 限 序数 解 。 

W. HFa, p 至 少 有 一 个 为 极限 数 时 ， 由 x" 的 计算 公式 
及 引 理 1 不 难 知道 ， 方 程 (D 有 和 解 ， 则 a 不 能 是 超 限 数 和 不 
等 于 1 的 自然 数 ， 而 当 a= 1 时 , BRD 有 解 为 X=7+g， 
y=7， 其 中 为 任意 的 超 限 数 。 

对 于 ac， 有 此 为 不 等 于 1 的 孤立 数 的 情况 ， 我 们 应 当 考 JE 
四 种 情况 ， 1) aD 皆 为 自然 数 ，2) a 为 超 限 孤 立 数 ,B 为 自然 
3X, 3) a, P 皆 为 超 限 孤立 数 ， D a KARB, PHARM 
数 。 

对 于 情况 1》 ， 我 们 已 在 定理 1 中 进行 了 研究 。 对 于 情况 
2) ,3) ,由 定理 5 可 知 方程 (1) 没 有 超 限 序数 解 。 对 于 情形 4) ， 
MA a 天 1,B 为 超 限 珠 立 数 ， 方 程 (1) 有 超 限 数 解 ， 那 么 由 定理 
5/1, DyP=y?,. t Jj CD) 可 变 成 Xe= y+ q, 这 与 文献 [5] 中 
的 一 个 定理 矛盾 。 证 完 。 

”我 们 可 以 按 指 数 中 至 少 有 一 个 极限 数 及 两 个 a, D Ay 
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超 限 孤立 数 的 情况 ， 分 别 讨论 方程 ( 1 ) 的 七 种 变形 方程 的 起 限 
序数 解 。 我 们 在 这 里 列 出 以 下 主要 结果 ， 

定理 7. 方程 x*+ = Dy sa, B 至 少 有 一 个 为 极限 数 时 
有 极限 数 解 拓 >B= 1，% WR MRR, Dig, HM Ax=n= 
Ohare, 3= on ai+ 吾 ， 其 中 了 为 任意 的 超 限 数 ， 当 或 
中 任 一 个 为 超 限 孤立 数 ， 而 另 一 个 为 不 等 于 1 的 孤立 数 时 ， 没 
有 极限 序数 解 。 . 

EWS, 方程 x*= y Dtg 当 w、B 至 少 有 一 个 为 极限 数 时 
AURES a= 1, P HRR, BMW x= 7fD+q,y=n, 
其 中 为 任意 的 超 限 数 ， 当 c、 有 为 不 等 于 1 的 孤立 数 时 没有 
超 限 序数 解 。 

X39. 方程 e+ g= yD 当 a、B 中 至 少 有 一 个 为 极限 数 
时 ， 有 超 限 数 解 人 >B= 1,0 FARA, HRH = = on a, + 
s» YSOn Keg, 其 中 Dias %8 AERIALS, a 为 孤 
立 数 ， 或 当 a 为 超 限 孤立 数 ， 而 有 为 不 等 于 1 的 孤立 数 时 ， 此 
方程 无 超 限 序数 解 ， 当 a 为 超 限 孤 立 数 ，B= 1 时 ， 此 方程 有 
超 限 序数 解 。 

至 此 我 们 已 较 完整 地 研究 了 一般 的 丢 台 图 方程 (1) 及 其 变 
形 方程 的 超 限 序数 解 问题 。 当 然 ， 更 一 般 地 可 以 进一步 地 讨论 
方程 | 

Ax*B=Cy’D+q, (8) 
X A, B, C, D. q 为 自然 数 ，c、A 为 任意 的 序数 及 其 E 
形 方程 的 超 限 序数 解 问题 。 利 用 文献 [1 及 本 文 的 方法 和 结果 ， 
这 样 做 已 不 太 困难 了 。 
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SOLUTIONS OF DIOPHANTINE 
EQUATION AND ITS GENERAL- 
IZED EQUATIONS IN TRANSFI- 
NITE ORDINAL NUMBERS (II) 


Hu Qing-ping 
Abstract 


In this paper, on the base of [1] the author goes 
on studying the solutions of Diophantine equation and 
its generalized equations in transfinite ordinal numbers, 
The main results of the paper are the following, 

Theorem 1, When a- m, B=n, and m and n all# 
1, Eq. ` 

x= Dy? +q [65] 
has not any solutions of transfinite ordinal numbers, 

Theorem 5, When x and 7 are all transfinite or- 
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dinal numbers, x? must be a limiting number, 

Theorem 6, When either of a and f is a limiting 
number, Eq. (1) has solutions of transfinite numbers 
«= a= 1, f is a limiting number, and the solutions are 

x=nf+q, 
cn 
where 7 is an arbitrary transfinite number, When a and 
B are all isolated numbers which are not equal to 1, Eq. 
(D has not any solutions of transfinite ordinal numbers. 
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可 结合 的 BCI 代数 * 
ARE RARE 
is 要 


本 文中 ， 作者 引入 了 结 合 BCI- 
代数 的 概念 ， 证 明了 结合 BCL 代数 
和 对 合群 是 一 致 的 ， 并 且 得 到 了 结合 
BCI- 代数 的 几 个 特征 性 质 。 


1966 年 由 Imai 及 井 关 清 志 一 起 引进 了 BCK 代数 ， 即 有 
"FA. 
定义 1. iE X 是 具有 一 个 二 元 运算 * 和 一 个 常 元 0 的 一 个 
集 。 那 末 X 被 称 为 一 个 BCK 代数 ， 是 指 它 满足 下 列 条 件 ， 0D 
(xey) Oz) <zey; IDx+(xey)<y, (ID x<x; 
dV) 0x, (VWx<r, yx<x= >x=y; (VD x«ye-x* 
y-0. 
日 本 、 斯 里 兰 卡 等 国 许多 数学 家 ， 从 事 对 这 种 代数 系 的 研 
米 本 文 由 西北 大 学 数学 系 胡 庆 平 与 日 本 神户 大 学 数学 系 井 关 清 志 合 
写 ， 发 表 于 《科学 通报 ”1982 年 第 12 期 。 
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究 ， 写 出 了 大 量 的 论文 ， 得 到 了 很 多 结果 (文献 L[1]》 , KLE 
用 到 BCK 代数 的 下 列 两 个 性 质 : 

(VIDO »+x=0. 这 由 (IV) 及 (VD 可 知 。 

(VIIDx *0=Xx。 这 个 性 质 可 见 文献 [1 的 定理 2。 

1966 EF KRM SIA T BCI 代数 ， 即 有 下 列 ， 

定义 2. 一 个 BCI 代数 是 具有 下 列 条 件 的 (2,0) 型 的 一 个 
代数 CX; *, O: 


C(x =y) * (x «2] * (Zz #y) = 0, (1) 
[x * (x #y)] *y=0, (2) 
x*x=0, (3) 
X*y-ypex-0—»x-y, (4) 
XxX*0-20—»x-0. (5) 


井 关 清 志 在 文献 [3 一 6] 中 研究 了 BCT 代数 ,得 到 了 许多 结果 , 比 
如 ，BCI 代数 有 下 列 主要 性 质 ， 
集合 {Y: X 宇 0} 是 一 个 极 大 的 BCK 代数 4， 它 被 称 为 


BCI 代数 和 的 BCK 部 分 ， (6) 
Qu *Z= (X2) +y, (7) 
x*0=x, (8) 


现在 我 们 来 研究 一 类 BCI 代数 。 
定义 3。 一 个 BCI 代数 如 果 满 足下 列 条 件 ， 
(x+y) «z-x-(ys2, (9) 

则 称 为 可 结合 的 BCT 代数 。 

对 于 可 结合 的 BCI 代数 ， 其 BCK 部 分 特别 简单 。 这 由 下 
列 定理 给 出 : 

定理 1。 可 结合 的 BCI 代数 的 BCK 部 分 A 是 平凡 的 ， 即 
A= {0}, 
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证 。 对 于 任意 的 XE 有 A， 我 们 由 (VID 知 0= 0*XY， 由 (3) 
式 又 有 0= (x x) *X， 由 (9) 式 便 得 0=X#* (xe x) =x #0, 
FH (8) XA, x=0, 故 A={0}. Q. E. D. 

同样 地 ， 我 们 可 以 称 满足 条 件 (9 的 BCK 代数 为 可 结合 
BCK 代数 。 由 下 列 定理 知 : 

定理 2、 可 结合 的 BCK 代数 是 平凡 的 、 

it. AA BCK 代数 一 定 是 一 个 BCI KAR, 其 BCK 部 
分 即 为 本 身 。 从 而 由 定理 1 知 , X={0}. Q. E. D. 

可 结合 的 BCI 代数 有 下 列 重要 性 质 : 

定理 3， 在 可 结合 的 BCI 代数 (OX, +, 0 中， 对 于 任意 
的 XEX 有 下 式 

O*ex=x a0 
成 立 。 

证 ， 对 于 任意 的 YEX， 由 (8) 式 知 Y*0=X%。 再 由 (9) 式 
All. WFEMW ZEX d xz-(x0-€z-x-(0-2. 4 
ZZ=X， 由 上 式 可 得 0=X s*X=X* (0 eX)。 

另 一 方面 ， 由 (9) 式 及 (3) 式 可 知 (0 ex) *X=0* (x *X) 
=0*0=0。 这样， 我 们 得 到 

XTX*(0#X) = (0#X) *x=0, 
HOR, 我 们 就 有 0 *xX=x. Q. E. D. 

从 这 个 定理 可 以 得 到 下 列 : 

推论 “可 结合 的 BCI 代数 X; +, O 是 具有 恒 等 元 0 的 
一 个 半 群 。 

证 , X BRIZ, AN * 封闭 。 由 (8) 式 及 (10) 式 知 ，0 
X 中 的 恒 等 元 。 可 结合 性 是 已 知 的 。 故 和 是 一 个 半 群 ， 且 
以 0 为 其 恒 等 元 . Q. E. D. 
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实际 上 ， 我 们 可 以 得 到 更 强 的 结果 ， 即 

定理 4。 可 结合 的 BCI RR (Xs * ,0》 是 一 个 每 个 元 素 
皆 为 对 合 的 一 个 群 。 

证 。 HUY (X, *，0》 是 一 个 BCI 代 数 ， 故 有 (3) 式 成 
X. X X—0. 

此 式 表明 ， 对 于 X 中 任意 的 元 素 X*， 皆 以 自身 为 逆 元 《这样 的 
元 素 是 对 合 ) ， 再 由 上 面 推论 的 性 质 而 知 ，《X; * ,0》 是 一 个 
HR. Q. E. D. 

这 个 定理 的 逆 也 成 立 ， 即 有 ， ERR, COGO MOREM 
E, Prel 《对 于 每 个 元 素 ) ， 则 可 被 处 理 为 型 (1,030,0) 
或 《0,1;0,0) 的 一 个 拟 - 可 换 的 BCI 人 人 的 证 于 。 
由 于 任意 的 群 满足 (9) 式 ， 故 这 样 的 BCI 代数 是 可 结合 的 

现在 ， 我 们 指出 ，(10) 式 是 可 结合 的 BCT 代数 的 特征 性 
Ei. RNA PA: 

定理 5. 一 个 BCI 代数 《X; +, 0 RIA Eg 
个 XEX， 有 (10) 式 成 立 。 

证 。 Mari E 由 (1) 式 有 [(0 +y) *(0*21* 

(z *y) = 
RUM (yY *2) (ey =0, 
因为 y fü z 是 任意 的 ， 从 而 由 (4) 式 推 得 ， 
y*z-z*y. ap 
现在 ， 我 们 利用 (7) 式 及 (11) 式 易 知 : 
. X*(ysz)-(y*2 *«x-(y»x) *z-(x»y *Z, 
这 就 证 得 了 可 结合 性 OR. Q. E. D. 

在 这 个 定理 的 证 明 中 我 们 同时 得 到 了 下 列 可 结合 的 BCI 代 

数 的 特征 性 质 ， 
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定理 6。BCI 代 数 〈X; +, 0 pee Xm 
算 * 是 可 交换 的 ， 即 对 于 中 任意 的 元 素 Y 和 zz， 有 (11) 式 成 
立 。 Q. E. D 

i. 在 BCK 代数 理论 中 ， 由 Tanaka’ 引入 的 可 换 的 
BCK 代数 ， 是 满足 下 列 条 件 的 BCK 代数 : 

qx» x*cp-ysgs». 

文献 [3] 中 定理 2 指出 ， 满 足 条 件 (IX) 的 BCI 代数 一 定 是 
一 个 BCK 代数 。 为 了 与 此 相 区 别 ， 我 们 称 满 足 条 件 (11) 式 的 
BCI 代数 为 其 运算 * 具有 可 交换 性 质 。 定 理 6 指出 ， 可 结合 的 
BCI 代数 与 运算 * 有 交换 性 质 的 BCI 代数 是 等 同 的 。 由 定理 
5 及 定理 6 可 知 ,对 于 BCI 代 数 来 说 , (9) RE 00 HSS OD 
式 。 关 于 可 结合 的 BCI 代数 的 其 它 性 质 , 我 们 将 在 另 文 叙述 。 
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THE ASSOCIATIVE BCI-ALGEBRA 
Hu Qing-ping, Iseki-K 
Abstract 


In this paper the authors introduce the conception on 
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the associative BCI-algebras, i.e, the following, 

Definition 3, If a BCI-algebra satisfies following con- 
dition, 

y #Z=xX* (y *Z), 

then it is called an associative BCI-algebra, 

The results of this paper are the following; 

Theorem 4, Any associative BCI-algebra <X; «,0» 
is a group in which every element is an involution, And 
the converse of this result holds, 

Theorem 5, BCI-algebra «X; *,0> is associative iff 
for any x€ X, 0 «x-x is true, 

Theorem 6, A BCI-algebra «X; «0» is associative iff 
in X the binary operation is commutative, i. e, for two 
arbitrary elements y and z of X, y »z-Z «y is true, 
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